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Дорогі учні та учениці!

Ви приступаєте до вивчення стереометрії — розділу геометрії 
про властивості фігур у просторі.

Ви дізнаєтеся про аксіоми стереометрії та наслідки з них, про 
властивості паралельних та перпендикулярних прямої і площи­
ни, двох площин та про їх ознаки, як обчислювати у просторі 
відстані й кути. Ознайомитеся з координатами, векторами та 
геометричними перетвореннями в просторі. Виробите вміння 
застосовувати вивчені поняття, властивості й ознаки під час 
розв’язування задач і на практиці. Ви переконаєтесь, що знання 
і вміння із стереометрії потрібні багатьом фахівцям — архітек­
торам, будівельникам, конструкторам, токарям, фрезеруваль­
никам тощо.

Як успішно вивчати геометрію за цим підручником? Увесь 
матеріал поділено на чотири розділи, а розділи — на парагра­
фи. У кожному параграфі є теоретичний матеріал і задачі. Ви­
вчаючи теорію, особливу увагу звертайте на текст, виділений 
жирним шрифтом. Це найважливіш і означення і властивості 
геометричних фігур. їх потрібно зрозуміти, запам’ятати і вміти 
застосовувати під час розв’язування задач. Курсивом  виділено 
терміни (наукові назви) понять. У «Словничку» до кожного па­
раграфа ви знайдете переклад основних термінів англійською, 
німецькою та французькою мовами.

Перевірити, як  засвоєно матеріал параграфа, повторити його 
допоможуть запитання рубрики «Пригадайте головне», як і є 
після кожного параграфа. А після кожного розділу вміщено 
контрольні запитання й тестові завдання, за якими можна пере­
вірити, як  засвоєно тему.

Ознайомтеся з порадами до розв’язування задач, із 
розв’язаною типовою задачею.

Задачі підручника мають чотири рівні складності. Номери за­
дач початкового рівня складності позначено штрихом ( '). Це під­
готовчі вправи для тих, хто не впевнений, що добре зрозумів тео­
ретичний матеріал. Номери з кружечками (°) позначають задачі 
середнього рівня складності. Усім треба вміти їх розв’язувати, 
щоб мати змогу вивчати геометрію далі. Номери задач достат­



нього рівня складності не мають позначок біля номера. Навчив­
шись розв’язувати їх, ви зможете впевнено демонструвати до­
статній рівень навчальних досягнень. Зірочками (*) позначено 
задачі високого рівня. Якщо не зможете відразу їх розв’язати, 
не засмучуйтесь, а виявіть терпіння та наполегливість. Радість 
від розв’язання складної задачі буде вам нагородою.

Розв’язавш и задачі, виділені жирним шрифтом, запам’ятайте 
їх формулювання. Ці геометричні твердження можна застосову­
вати до розв’язування інших задач.

Зверніть увагу на задачі рубрики « Проявіть компетентність ». 
Розв’язуючи їх, ви виробите вміння застосовувати вивчений 
матеріал на практиці, під час вивчення інших предметів.

Скориставшись рубрикою «Дізнайтеся більше», ви зможе­
те поглибити свої знання, дізнатися про походження термінів 
і математичних позначень, про внесок у науку видатних 
математиків.

У підручнику використовуються спеціальні позначки (пікто­
грами). Вони допоможуть краще зорієнтуватися в навчальному 
матеріалі.

Поміркуйте щ  Типова задача

т  Як діяти Домашнє завдання

^  Як записати Запам’ятайте

Бажаємо вам успіхів у пізнанні нового й задоволення від 
навчання!
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У розділі дізнаєтесь:

що вивчає стереометрія; 

які ф ігури та відношення вва­
жають основними в стерео­
метрії;

про аксіоми стереометрії 
та наслідки з них; 

що таке переріз прямої 
призми (піраміди) та як його 
побудувати;

як застосувати вивчені влас­
тивості на практиці 
й у р о зв ’язуванні задач



§ 1.1. О С Н О В Н І п о н я т т я
ТА АКСІОМИ СТЕРЕОМЕТРІЇ

У  стереометрії вивчають властивості ф ігур у  просторі. Для цього, я к  
і  в планіметрії, використовують аксіомат ичний метод. Спочатку обира­
ють основні поняття — основні фігури та основні відношення. їх  тлума­
чать через приклади, не даючи означень. Т акож  приймають без доведен­
ня вих ідн і істи н н і твердження — аксіоми. У с і ін ш і поняття визначають, 
а всі ін ш і твердження доводять.

1. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ І В ІДНОШ ЕННЯ С ТЕРЕО М ЕТРІЇ
Основними фігурами у просторі є точка, пряма і  площина, а основними 

відношеннями — відношення «належати», «лежати м іж »  і  «накладан­
н я». Площ ину будемо зображати у вигляді паралелограма (мал. 1).

. Я к  і  в планіметрії, точки  позначають великими латинськими буква­
ми А , В , С,..., прям і — малими латинськими буквами а, Ь, с,.... 

Площ ини позначають малими грецькими буквами а (альфа), (3 (бета), 
у (гама)....

Введення у просторі нової геометричної ф ігури — площ ини — потре­
бує уточнення основних відношень та розширення системи аксіом план і­
метрії.

В ідношення «належати» розглядають не лише для точки  і  прямої — 
точка лежить на  прям ій , але й для точки  і  площ ини та прямої і  площ и­
ни — точка (пряма) лежить у площ ині.

В ідношення «лежати м іж »  для трьох будь-яких точок прямої не за­
лежить від її  розміщення в просторі, тому це відношення є основним і  в 
стереометрії.

В ідношення «накладання» у просторі розуміють я к  сум іщ ення ф ігур 
відповідно всіма своїми точками (мал. 2).

Мал. 1 Мал. 2



2 . А КС ІО М И  СТЕРЕО М ЕТРІЇ
Система аксіом стереометрії складається з двох частин. Перша з них вклю­

чає всі аксіоми планіметрії. Вони виконуються в кож н ій  площині простору.

\ т
1) У с і ф ігури, я к і ви вивчали в планіметрії, можна вважати визна­
ченими, а їх  властивості — доведеними в ко ж н ій  площ ині простору;
2) якщ о  йдеться про дві точки  (прям і), то ц і точки  (прям і) є р ізними, 
тобто вони не збігаються.

Друга частина системи аксіом стереометрії включає аксіоми, що ха­
рактеризують взаємне розміщення точок, прямих і  площин. Коротко на­
зиватимемо їх  аксіомами стереометри. Сформулюємо ц і аксіоми.

Аксіома 1
(належності точки площині).

Існую ть точки , що лежать у даній площ ині, і  точки , що не ле­
жать у н ій .

На малю нку 3 ви бачите, що точка А  лежить у площ ині а, а точка В  не 
належить їй.

• £  Коротко записуємо: А  Є а, В £  а.

(існування і єдиності площини).
Аксіома 2

Через будь-які три точки , що не лежать на одній прям ій , можна 
провести площ ину і  до того ж  т іл ьки  одну.

Завдяки ц ій  властивості площ ину можна позначати трьома її  точка­
ми. Наприклад, на малю нку 4 площина АВС  — це площина а.

Аксіома З
(належності прямої площині).

Я кщ о дві точки  прямої лежать у площ ині, то й кож на  точка ц іє ї 
прямої лежить у даній площ ині.

. Записуємо: якщ о  А  Є а і  Б  Є а, то А В  С а (мал. 5). Знак С означає, що
точки  прямої А В  утворюють п ідм нож ину точок площ ини а.

В
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Аксіома 4
(про перетин двох площин).

Якщо дві площини мають спільну точку, то 
вони перетинаються по прямій, яка проходить 
через цю точку.

, £  Записуємо: якщ о  А  Є а і  А  Є |3, то а П |3 = а, А  Є а 
(мал. 6). Запис з і знаком П означає, що переріз мно­

ж и н  точок площин а і  (3 утворює пряму а.

3 . НАС ЛІДКИ З  А КС ІО М  СТЕРЕО М ЕТРІЇ
З наведених аксіом випливають та к і наслідки.
Н АС Л ІД О К  1. Через пряму і  точку, що не лежить 

на н ій , можна провести площ ину і  до того ж  т іл ьки  
одну.

Справді, будь-які дві точки  даної прямої разом з 
даною точкою  (мал. 7) утворюють три точки , що не 
лежать на одній прям ій. За аксіомою 2, через них 
проходить площина і  до того ж  т іл ьки  одна. За акс іо ­
мою 3, дана пряма лежить у ц ій  площ ині.

НАСЛІДОК 2. Через дві прям і, що перетинають­
ся, можна провести площ ину і  до того ж  т іл ьки  одну.

Справді, якщ о  на ко ж н ій  з даних прямих взяти 
по одній точц і, в ідм інн ій  від точки  перетину даних 
прямих, та точку  перетину (мал. 8), то утворить­
ся три точки , що не лежать на одній прям ій. За а к ­
сіомою 2, через них проходить площина і  до того ж  
т іл ьки  одна. За аксіомою 3, кож на  з даних прямих 
лежить у ц ій  площ ині.

Мал. 7

Мал.

ш Площ ину можна задати:
1) трьома точками, я к і не лежать на одній прям ій;
2) прямою і  точкою , яка  не лежить на н ій ;
3) двома прямими, що перетинаються.

НАСЛІДОК 3 Через будь-яку пряму в просторі 
можна провести безліч площин.

Справді, через пряму а і  точку  А , що не лежить 
на н ій , можна провести площ ину і  до того ж  т іл ьки  
одну. Позначимо її  а (мал. 9). Але, за аксіомою 1, у 
просторі існує безліч точок, що не лежать у площ ині
а. Через ко ж н у  із  цих точок і  дану пряму можна про­
вести площ ину, в ідм інну від площ ини а. Тому таких  
площин безліч.

На малю нку 9 ви бачите, що через пряму а про­
ходять площ ини а, (3, у і  8.



ф
З а д а ч а  Дано пряму а і точку А, що не лежить 
на ній. Доведіть, що всі прямі, які проходять че­
рез точку А  і перетинають пряму а, лежать в одній 
площині.
Р о з в ’ я з а н н я .  Через дані точку А  і пряму 
а, за наслідком 1 з аксіом стереометрії, проходить 
площина і до того ж тільки одна. Позначимо її а 
(мал. 10). Через точку А  проведемо довільну пря­
му так, щоб вона перетинала пряму а. Позначимо 
точку їх перетину Б. Точки А  і В  лежать у площині а.
Тоді, за аксіомою 3, пряма А Б  лежить у площині а. Аналогічно можна до­
вести, що будь-яка інша пряма, що проходить через точкуА і перетинає 
пряму а, лежить у площині а.

Д ^ а Д п г г е е я *  <йСм>ше )

1. Термін «стереометрія» походить від грецьких 
слів сттєрєо  ̂ — просторовий і цєтрєо — вимірювати.
Його автором вважають давньогрецького вченого 
Платона (427-347 до н. е.) — засновника філософ­
ської школи в Афінах, яка мала назву «Академія».
Головною заслугою Платона в історії математики 
вважають те, що він вперше висунув і всіляко відсто­
ював ідею про необхідність знання математики кож­
ною освіченою людиною. На дверях його Академії був надпис: «Нехай 
не входить сюди той, хто не знає геометрії».

2. Ви вже знаєте, що площину можна задати або трьома точками, 
що не лежать на одній прямій (твердження 1), або прямою і точкою, що 
не лежить на цій прямій (твердження 2), або двома прямими, що пере­
тинаються (твердження 3). У підручнику перше твердження було при­
йнято як аксіома, а два інші доведені. Виявляється, що будь-яке із цих 
тверджень можна обрати за аксіому. Тоді два інших твердження можна 
довести, спираючись на обрану аксіому.

Наприклад, нехай аксіомою є твердження 3: «Через дві прямі, що 
перетинаються, можна провести єдину площину». Доведемо, що через 
три точки, які не лежать на одній прямій, можна провести єдину площи­
ну (твердження 1).

Доведення. Нехай точки А, Б  і С не лежать на одній прямій. Про­
ведемо прямі А Б  і ВС. Ці прямі перетинаються в точці В. За прийнятою 
нами аксіомою, через прямі А Б  і ВС можна провести єдину площину. 
Цій площині належать дані точки А, В і С.

Твердження 2 спробуйте довести самостійно.
Якщо з першого твердження випливає друге, а з другого перше, то 

такі твердження називають рівносильними. Ми довели рівносильність 
тверджень 1 і 3. Узагалі, рівносильними є всі три наведені твердження. 
Доведіть це самостійно.

3. Щоб коротко записати, що деякі твердження рівносильні, їх по­
значають великими латинськими літерами. Якщо перше з розглянутих 
тверджень позначити Т р друге — Т 2, а третє — Т3, тоді коротко можна 
записати: Т3. Знак о  заміняє слово «рівносильне».
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1. Що вивчають у стереометрії?
2. Назвіть основні геометричні фігури у просторі. Як їх позначають?
3. Які відношення вважають основними у стереометрії?
4. Сформулюйте аксіоми стереометрії.
5. Сформулюйте наслідки з аксіом стереометрії.

Розв'яжіть задачі
Я к і поняття вводять без означень у стереометрії?
Щ о таке аксіома? Наведіть приклади.
Я к і з наведених ф ігур є основними в стереометрії:
1) точка; 2) в ідр ізок; 3) промінь; 4) пряма;
5) кут ; 6) тр и кутн и к; 7) коло; 8) ромб;
9) куб; 10) куля ; 11) площина; 12) призма?
Я к і з наведених відношень є основними в стереометрії:
1) належати; 2) перетинати; 3) лежати м іж ;
4) дорівнювати; 5) бути подібним; 6) накладання?
На малюнках 11 -1 2  зображено площ ину а і  прям і А В , В С ,А І) і СБ.
1) Я к і з точок А , В ,С  і  Б  лежать у площ ині а?
2) Я ку  ін ш у  назву можна дати площ ині а?
3) Я к і з прямих лежать у площ ині а?

6 '.  За даними на малюнках 13-14  з ’ясуйте:
1) я к і сп ільн і точки  мають площ ини а і  (3;
2) по я к ій  прям ій перетинаються площ ини а і  (3. 

7°. Назвіть неозначувані поняття стереометрії.
8 ° .  Я к і з наведених аксіом планіметрії справджу­

ються у просторі без уточнень:
1) через будь-які дві точки  можна провести єдину 
пряму;
2) з будь-яких трьох точок прямої лише одна з 

Мап. 11 них лежить м іж  двома інш им и;

Мал. 12 Мал. 13 Мал. 14



3) через будь-яку точку, що не лежить на даній прям ій, можна про­
вести т іл ьки  одну пряму, паралельну даній;
4) на будь-якому промені від його початку можна відкласти в ід р і­
зок заданої довжини і  т іл ьки  один;
5) кож ен в ідр ізок має певну довжину, більш у за нуль;
6) довжина в ідр ізка  дорівнює сум і довжин його частин;
7) від будь-якого променя по один б ік  від нього можна відкласти 
ку т  заданої градусної м іри і  т іл ьки  один;
8) кож ен ку т  має градусну м іру, б ільш у за нуль і  меншу від 180°;
9) градусна міра розгорнутого кута  дорівнює 180°;
10) градусна міра кута  дорівнює сум і градусних м ір ку т ів , на я к і 
в ін  розбивається променем, що проходить м іж  його сторонами? 
Сформулюйте для простору уточнені аксіоми планіметрії.
За даними на малюнках 15 -1 6  визначте точки : 1) я к і лежать у  пло­
щ ин і а; 2) не лежать у площ ині (3; 3) через я к і не проходить площ и­
на а; 4) через я к і проходить площина (3. Зробіть відповідний запис.
У  площ ині а позначте точки  А , В , С і  D , а поза нею — точки М  і  N . 
Ч и можна дати площ ині а таку  ін ш у  назву:
1 )A N ; 2 )A D B ; 3) BC DM ;
4 )AC D ; 5) BAC; 6)C N B ;
7) DAB; 8) M D C ; 9) CAD?
Проведіть площ ину a. Позначте: 1) точки  Б І С ,  я к і лежать у  пло­
щ ин і а, і  то чку  А , що не лежить у ц ій  площ ині; 2) точки  А  і  С, я к і 
лежать у площ ині а, і  то чку  В, що не лежить у ц ій  площ ині. Про­
ведіть прям і АС, А Б , ВС. Я к і з цих прямих лежать у площ ині а? 
Зробіть відповідний запис.
Чи можуть пряма і площина мати тільки дві спільні точки? Чому?
Пряма а і  точка А  лежать у площ ині a (мал. 17). Точки В  і  С не ле­
жать у  даній площ ині. Ч и  визначають площ ину, в ідм інну від пло­
щ ини a: 1) пряма а і  точка Б ; 2) пряма а і  точка С; 3) прям і А Б  і  АС;
4) прям і А Б  і  ВС? Відповідь поясніть.
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За даними на малю нку 18 заповніть та­
блицю 1 за зразком, наведеним у друго­
му її  стовпчику.

Таблиця 1

Площ ини а і  (3 а і  у а і  8 Э і  У у і  8
Спільні
точки А І Б

Спільна
пряма АВ

а

Мал. 1і
Проведіть площ ини а і  (3, що перети­
наються. Позначте точки , я к і лежать:
1) т іл ьки  у  площ ині а; 2) т іл ьки  у площ ині (3; 3) у  площ инах а і  (3. 
Зробіть відповідний запис.
Ч и  завжди можна провести площ ину через три довільні точки  про­
стору? А  через чотири? Відповідь поясніть.

1 8 . Я кщ о три точки  кола лежать у площ ині а, то й усі точки  кола 
лежать у даній площ ині. Доведіть.

9 . Ч и лежать в одній площ ині всі прям і, що перетинають сторони 
даного кута? Відповідь поясніть.
Д в і прям і перетинаються в точц і А .  Доведіть, що всі прям і, я к і пе­
ретинають обидві дані прям і й не проходять через точку А ,  лежать 
в одній площ ині.
Дано два в ідр ізки , що перетинаються: 1) АС  і  В Б ; 2) А В  і  СБ. Ч и  
лежать в одній площ ині прям і ВА, БС, Б В  і  СА? Відповідь поясніть. 
П рям і А В  і  СБ  не лежать в одній площ ині. Доведіть, що прям і АС 
і  В Б  та кож  не лежать в одній площ ині.

2 3 . Дано чотири точки . Відомо, що пряма, яка  проходить через будь- 
я к і дві з цих точок, не перетинається з прямою, яка  проходить че­
рез ін ш і дві точки . Доведіть, що дані чотири точки  не лежать в од­
н ій  площ ині.
Доведіть, що через пряму можна провести принаймні дві р ізн і 
площ ини.
Площ ини а і  (3 перетинаються по прям ій  а. Пряма с лежить у пло­
щ ин і (3, пряма Ь — у площ ині а. Ц і прям і перетинаються в точці Б. 
Ч и лежить точка В на прям ій а? В ідповідь поясніть.
Точки А , В, С, Б  не лежать в одній площ ині. Доведіть, що ж одн і три 
з них не лежать на одній прям ій.
С кільки  р ізних площ ин можна провести через чотири точки , що не 
лежать в одній площ ині? В ідповідь обґрунтуйте.
Три площ ини попарно перетинаються по прямих а, Ь і  с. Доведіть, 
що коли ц і площ ини мають спільну точку  А , то прям і а, Ь і  с пере­
тинаються в точці А .

2 4 .

2 6 .
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2 9 *  . Площина у перетинає площ ини а і  (3 по прямих а і  Ь. Доведіть, що 
коли прям і а і  Ь перетинаються, то точка їх  перетину лежить на л і­
н ії перетину площин а і  (3.

ЗО*. Дано промені з і спільним початком. Н ія к і три з них не лежать 
в одній площ ині. С кільки  р ізних площин можна провести так, щоб 
в ко ж н ій  площ ині лежало по два з даних променів, якщ о всього 
променів: 1) три; 2) чотири; 3) п ?

ТТ^оябсгггь ^о^ттеггге^ггг^селть
31 . Чому штативи багатьох приладів (фо­

тоапарата, теодоліта тощо) виготовля­
ють у формі триноги?

3 2 . Щ об перевірити, чи є дана поверхня 
плоскою, до неї прикладають л ін ій к у  в 
р ізних напрямах. Край л ін ій ки , доти­
каючись до поверхні у  двох точках, по­
винен повністю лежати в н ій . На чому 
ґрунтується така перевірка?

3 3 . Перевіряючи, чи лежать к ін ц і н іж о к  
стільця в одній площ ині, тесля користу­
ється двома нитками. Я к в ін  робить це?

3 4 . Чому стілець з трьома н іж ка м и , розм і­
щеними по колу, завжди стоїть ст ійко
на підлозі, а із  чотирма — не завжди стійко?

З 5 . Чому мотоцикл з коляскою  стоїть на дорозі ст ійко , а для мотоцикла 
без коляски  потрібна додаткова опора?

3 6 . П ід  час формування цеглини (або будівельного блоку) паралельни­
ми краями форми, наповненою відповідною масою, ковзає прямо­
л ін ійний  брусок. Чому при цьому грань цеглини (блоку), що роз­
рівнюється, стає плоскою?
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§ 1.2. ПРОСТІШІ 
МНОГОГРАННИКИ ТА ЇХ ПЕРЕРІЗИ

1. ПРО СТІШ І МНОГОГРАННИКИ
Вам знайомі деякі просторові ф ігури, наприклад, прям окутний пара­

лелепіпед (мал. 19) і  куб (мал. 20). Вони належать до особливого класу 
ф ігур — многогранників. Поверхня многогранника складається з плос­
ки х  м ногокутник ів , я к і називають його гранями. Звідси й походить назва 
«многогранник». Зараз ви ознайомитеся з двома різновидами многогран­
н и к ів  — прямою призмою (мал. 21) і  пірамідою  (мал. 22). Ц і геометрич­
н і ф ігури будемо використовувати для ілю страц ії властивостей прямих і 
площин, на їх  зображеннях будуватимемо перерізи.

Що відрізняє призми й піраміди? Поміркуємо.
■

Будь-яка призма має дві основи, я к і є р івними много­
кутникам и з відповідно паралельними сторонами, а п ірам і­
да — одну основу. Б ічним и гранями прямої призми є пря­
м окутники, а піраміди — трикутники . Б ічн і ребра прямої 
призми р івн і й паралельні, а піраміди — мають спільну точку. 
Наприклад, основами прямої призми ABC DEFA1B 1C1D 1E 1F 1 
на малюнку 21 є ш естикутники ABCDEF  і  А гВ гСrD гЕ rF г, а її 
б ічними гранями — прям окутники A B B ^ ,  BCClB l , CDD1C1, 
D E E vD l , E F F lE l , FAA1F 1. Основою піраміди SABCD на ма­
лю нку 22 є чотирикутник ABCD, а її бічними гранями — три­
кутн и ки  SAB, SBC, SCD, SDA.

Залежно від того, я ки й  м ногокутник лежить в основі, 
Мал. 19 призму (п ірам іду) називають трикутною, чотирикутною

Е і D \
D і Сг Сі

с

S

Мал. 20 Мал. 21 Мал. 22
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чи п-кутною. На малю нку 21 ви бачите шести­
кутн у  пряму призму, а на малю нку 22 — чоти­
р и кутну  пірам іду. П рям окутний паралелепіпед 
(мал. 19) і  куб (мал. 20) є різновидами чотири­
кутно ї прямої призми.

К ож на  грань прямої призми (п ірам іди) ле­
ж ить  у певній площ ині (мал. 23). На малю нку 23 
ви бачите, що точки  А , В, С і  Б  лежать у площ ині 
а, а точки  X , У і  £  не належать їй.

Р ізн і грані прямої призми (п ірам іди) лежать 
у р ізних площ инах (мал. 24). Б удь-які дві сусід­
н і грані мають спільний в ідр ізок — ребро. Воно 
лежить на прям ій  перетину двох площ ин, що 
м істять ц і грані. На малю нку 24 ви бачите, що 
точки  ребра АО  належать і  площ ині а, і  площ ині 
(3. Розрізняють бічн і ребра і  ребра основ (основи) 
прямої призми (піраміди). Дайте означення цим 
поняттям самостійно.

У  ко ж н ій  вершині прямої призми сходяться 
попарно три сусідні її грані (мал. 25 і  26). Н а­
приклад, вершина А  є точкою  перетину площин 
а, (3 і  у (мал. 25), а вершина Б  — площин а, (3 і  8 
(мал. 26). У  прямої призми кож на  вершина є вер­
шиною однієї з її  основ (верхньої або нижньої), 
бо в н ій  сходяться дві сусідні б ічн і грані й відпо­
відна основа.

У  піраміди одна з вершин є особливою — в н ій  
сходяться всі її б ічні грані. Вона має спеціальну 
назву — вершина піраміди. На малюнку 27 — це 
точка 5. Вершина піраміди може бути точкою пе­
ретину більше н іж  трьох площин, що містять грані 
піраміди. У  вершинах основи піраміди сходяться 
по три грані — дві сусідні б ічні грані й основа.

7  Чи існує піраміда, у кожній вершині якої схо­
дяться три грані? Так. Це трикутна піраміда 
(мал. 28).



18

" 1
5 ё

/  Iі ' \
/  / 1 1 \/  / 1 ' \  д /  / 1 ' \

*  І 1'/  /V 1 ' /х
/ і  ~і — V — \  \г м  /  / —  —  *с

■ 
Р

іі
___

іі\.
/ а  І \  \ Р /  А ^  ' ' А

/  / • / Л
/  в о  " " - ' Л

/ а с / /
В В с

Мал. 27 Мал. 28 Мал. 29

Пряма призма називається правильною , якщо ї ї  основа — правиль­
ний многокутник.

Піраміда називається правильною , якщо ї ї  основою є правильний 
многокутник і ї ї  бічні ребра рівні.

Висотою пірам іди  називається перпендикуляр, проведений з верши­
ни піраміди до ї ї  основи.

У  правильної пірам іди основа висоти збігається із  центром її  основи. 
На малю нку 29 в ідр ізок БО — висота правильної чотирикутної п іраміди 
БАВСБ.

2 . ПЕРЕРІЗИ МНОГОГРАННИКА
Я кщ о деяка площина а не м істить грань многогранника, то можливі 

та к і випадки її  розміщення відносно многогранника:
1) площина а не має сп ільних точок з многогранником;
2) площина а має одну спільну точку  з многогранником — його вер­

ш ину (мал. ЗО);

Мал. ЗО Мал. 31 Мал. 32



3) площина а м істить лише одне ребро многогранника (мал. 31);
4) площина а перетинає многогранник (мал. 32).

Площина, яка перетинає многогранник, називається січною площиною.

У  результаті перетину многогранника січною  площиною утворюєть­
ся переріз многогранника. Це плоский м ногокутник, сторонами якого  є 
в ідр ізки , по я ки х  січна площина перетинає грані многогранника. Тому 
сторони перерізу лежать у гранях многогранника, а вершини — на ребрах 
многогранника. На малю нку 32 ви бачите чотири кутник К Ь М Ы , що є пе­
рерізом куба А В С В А 1В 1С1Б 1 січною площиною а.

О скільки  дві площ ини не можуть перетинатися більше н іж  по одній 
прям ій, то в грані многогранника не може бути більше одного в ідр із­
ка  перетину із  січною площиною.

Я к і  будь-яку площину, січну площину можна задати або трьома точками, 
що не лежать на одній прямій (мал. 33), або прямою і  точкою, що не належить 
їй (мал. 34), або двома прямими, що перетинаються (мал. 35).

5  5

Мал. 33 Мал. 34

3 а д а ч а 1 . На ребрахАВ, ВС і Б Б 1 прямокутного 
Ш  паралелепіпеда А ВС БА 1В 1С1Х)1 дано точки К , Ь \ М  

(мал. 36). Побудуйте переріз паралелепіпеда площи­
ною, що проходить через дані точки. 
Р о з в ’ я з а н н я  За умовою, точки К  і М  — спіль­
ні точки площини грані А В Б 1А 1 і січної площини. Тому ці 
площини перетинаються по прямій К М ,  а відрізокК М  
є відрізком перетину прямокутника АВВ^А^ із січною 
площиною. Міркуючи аналогічно, переконуємося, що 
січна площина перетинає грані АВС-0 і ВСС1В 1 пара­
лелепіпеда по відрізках К Ь  і М Ь. Проводимо відрізки 
К М , К Ь  і М Ь. ТрикутникіїХМ  — шуканий переріз.

Мал. 35

Щ об побудувати переріз многогранника січною 
площиною, треба побудувати в ідр ізки  перетину ц іє ї площ ини з гра­
нями многогранника й отримати плоский м ногокутник.



З а д а ч а 2.  На ребрахАВ,А5 і СБ піраміди &АВС дано точки Р, М і  ІІГ 
(мал. 37, а). Побудуйте переріз піраміди площиною, що проходить через 
дані точки.
Р о з в ’ я з а н н я . 1 .  Проводимо відрізки Р М  і М К .  Знаходимо точку, 
в якій січна площина перетинає ребро ВС.
2. Прямі М К  і АС  перетинаються в деякій точці Е, оскільки лежать у пло­
щині БАС і не паралельні (мал. 37, б). Точки Р  і Е  належать площинам 
Р М К  і АВС. Знаходимо точку ̂  перетину прямих РЕ  і ВС (мал. 37, в).
3. Сполучаємо точку ̂  відрізками з точками Р і К .  ЧотирикутникРМ .О ’ — 
шуканий переріз (мал. 37, в).

5 5

Мал. 37

Д ^ а Д п г г е е я *  <йСм>ше

1 . У будь-якого опуклого многогранника кількість його вершин (В), 
кількість граней (Г) і кількість ребер (Р) пов’язані такою залежністю:

В + Г -  Р = 2.
Цю залежність уперше встановив (близько 1620 р.) видатний фран­

цузький математик Р. Декарт (1596 -1650), а пізніше (у 1752 р.) заново 
відкрив і довів німецький математик Л. Ейлер (1707 -  1783). Відповідна 
теорема носить ім’я Ейлера. Іноді її називають теоремою Декарта — Ей- 
лера про многогранники. Число В + Г -  Р називають ейлеровою харак­
теристикою многогранника. Ейлерові характеристики широко застосо­
вуються в теорії многогранних поверхонь.

2. Термін «призма» походить від грецького слова лрістца, що озна­
чає «розпилений». Термін «паралелепіпед» походить від грецьких слів 
жхраХХоі; — паралельний та єлшєЗоу — площина. Термін «куб» (%оро|) 
теж античного походження. Таку назву мала гральна кістка з вирізаними 
на ній вічками. Її виготовляли з баранячого суглоба, який міг падати на 
чотири грані, але після обточування — на шість граней. Слово «піраміда» 
вважають чи не єдиним терміном, який дійшов до нас від стародавніх 
єгиптян. Воно означає «пам’ятник», тобто обеліск, який поставлено сла­
ветній людині — фараону.



Т(^и.7ада.йпгґе 7оі/-ов^е
1. Наведіть приклади просторових фігур.
2. Поясніть, що таке пряма призма; піраміда.
3. Що є основами прямої призми? Її гранями? Ребрами? Вершинами?
4. Що є основою піраміди? Її гранями? Ребрами? Вершинами?
5. Чому призму називають трикутною, чотирикутною, п-кутною? А піраміду?
6. Яка пряма призма називається правильною? А піраміда?
7. Поясніть, що таке січна площина для многогранника. Як її можна задати?
8. Що є перерізом многогранника?
9. Поясніть, що означає — побудувати переріз многогранника.

Розв'яжіть задачі
1 '.  За малюнками 38 -40  з ’ясуйте: 1) я к  називається даний много­

гранник; 2) с к іл ьки  в нього основ і  б ічних граней; 3) я ки й  много­
ку тн и к  лежить у  його основі; 4) я к і м ногокутники  є його б ічними 
гранями.

2 '.  Назвіть вершини й ребра многогранника (мал. 38-40). Я к і його 
грані:
1) сходяться у  верш ині: а) А ; б) В ; в) С;
2) мають спільне ребро: а) А В ; б) СБ; в) ВБ?

В

Мал. 38 Мал. 39 Мал. 40

В

З '.  За малюнками 41 -42  з ’ясуйте: 1) яка  площина перетинає даний 
многогранник; 2) по я ки х  в ідр ізках січна площина перетинає його 
грані; 3) я ки й  м ногокутник утворився в перерізі.

4°. Дано пряму трикутну  призм уАВС А1В 1С1. Назвіть площ ини, кож на  
з я ки х  проходить через: 1) три вершини призми; 2) ребро й вершину 
призми; 3) два ребра призми, що мають спільну точку.

5°. Дано чотирикутну пірам іду БАВСБ. Назвіть площ ини, кож на  з 
я ки х  проходить через: 1) три вершини пірам іди; 2) ребро й вершину 
пірам іди; 3) два ребра пірам іди, що перетинаються.
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Мал. 41 Мал. 42

6°. Ч и є правильною пряма призма, якщ о в її  основі лежить:
1) квадрат; 2) ромб; 3) трапеція?
Відповідь поясніть.

7°. Ч и можна вважати правильною пірам іду, в яко ї:
1) основа — рівнобедрений тр и кутн и к, а б ічн і ребра однакової 
довжини;
2) основа — правильний тр и кутн и к ;
3) основа — правильний тр и кутн и к , а б ічн і ребра не однакової 
довжини;
4) основа — рівносторонній тр и кутн и к , а б ічн і ребра дорівнюють 
стороні основи?
Відповідь поясніть.

5  5

Мал. 43 Мал. 44

8°. На малюнках 43—44 зображено правильну пірам іду, в я к ій  прове­
дено висоту БО. Поясніть, я к  розміщується основа висоти піраміди.

9°. Накресліть: 1) прям окутний паралелепіпед А В С В А ХВ ХС х', 2) куб 
А В С БА ХВ С . Проведіть с ічну площ ину через: а) вершини А , С,



л

D x; б) вершини В х, D x, С; в) ребра ВС і  A XD X; г) ребра А А Х і  ССХ. Я кий  
м ногокутник дістали в перерізі?

1 0°. Накресліть пірам іду: 1) трикутну; 2) чотирикутну; 3) ш естикутну. 
Позначте середини її  б ічних ребер і  через них проведіть с ічну  пло­
щ ину. Я ки й  м ногокутник дістали в перерізі?

1 1 . Я ку  найменшу к іл ьк ість  граней (ребер, вершин) може мати: 1) пря­
ма призма; 2) піраміда?

1 2 . Виведіть формулу для обчислення к іл ько ст і вершин п-кутно ї:
1) призми; 2) п ірам іди.

З . Виведіть формулу для обчислення к іл ько ст і ребер п-кутно ї: 1) при­
зми; 2) п ірам іди.

1 4 . Виведіть формулу для обчислення к іл ько ст і граней п-кутно ї:
1) призми; 2) п ірам іди.

1 5 . С кільки  вершин п ’ятикутно ї призми ABC D EAXB ХСXD ХЕ х не лежить:
1) на ребрі D E; 2) на ребрі ССХ; 3 )у  площ ині грані BC D ; 4 )у  площ ині 
грані D E D X?

1 6 . Ч и залежить к іл ь к іс ть  вершин (ребер, граней) у призми від того, 
що в її  основі лежить правильний м ногокутник?  А  в піраміди?

1 7 . У  куб і ABC D AXB ХСXD х задано точку: 1) Р  на ребрі А А Х; 2) Q на ре­
брі A D . Площ ини я ки х  граней куба перетинає пряма, що лежить у 
площ ині грані куба і  проходить через дану точку  та одну з вершин 
куба? С кільки  таких  прямих можна провести?

1 8 . У  п ірам ід і ZABCD  задано точку: 1) М  на ребрі ZA; 2) N  на ребрі ВС.
Площ ини я ки х  граней пірам іди перетинає пряма, що лежить у пло­
щ ин і грані п ірам іди і  проходить через дану точку  та одну з вершин 
піраміди? С кільки  таких  прямих можна провести?

9 . Накресліть: 1) прям окутний паралелепіпед; 2) куб. Через діагональ 
ниж ньої основи та вершину верхньої основи проведіть с ічну пло­
щ ину так, щоб у перерізі дістати: а) тр и кутн и к ; б) чотирикутник.

2 0 . Побудуйте переріз чотирикутної п ірам іди SABCD  площиною, яка
проходить через: 1) середини ребер S A , А В , A D ; 2) середину ребра 
А В  і  медіану гран і SBC; 3) медіани граней S A B  і  SBC. Ч и  завжди 
задача має розв’язок?

21 * . Дано куб ABC D AXB ХСXD х. Назвіть площ ини, кож на  з я ки х  прохо­
дить принаймні через три вершини куба.

2 2 * .  На трьох бічних ребрах прямокутного паралелепіпеда розміщено по дві 
точки. Скільки можна провести площин, кожна з я ки х  проходить при­
наймні через три з даних точок?

2 3 * .  На трьох б ічних ребрах чотирикутної п ірам іди розміщено по три 
точки . С к ільки  можна провести площин, кож на  з я ки х  проходить 
принаймні через три з даних точок?

<*1
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Мал. 45

2 4 * .  На ребрах SA, А В  і  ВС п іраміди 
SABC дано точки  K , L i M  (мал. 45).
Побудуйте переріз п ірам іди пло­
щиною K L M .

2 5 * .  На трьох б ічних ребрах пірам іди 
SABCD  позначте по точці, кож на  
з я ки х  д ілить ребро у відношенні 
1 : 2. На одному ребрі це відношен­
ня рахуйте від вершини піраміди, 
а на двох ін ш и х  — від вершини 
основи. Побудуйте переріз п ірам і­
ди площиною, що проходить через 
дані точки . С кільки  розв’я зк ів  має 
задача?

2 6 * .  На трьох б ічних ребрах куба ABC D A1B 1C1D 1 позначте по точці, 
кож на  з я ки х  ділить ребро у відношенні 2 : 5 .  На одному ребрі це 
відношення рахуйте від вершини верхньої основи куба, а на двох 
ін ш и х  — від вершини ниж ньої основи. Побудуйте переріз куба 
площиною, що проходить через дані точки . С кільки  розв’я зк ів  має 
задача?

ТТ^оябсгггь ^O^rrerrreffrrrffcerrrb
2 7 .  З дерев’яного кубика  треба виточити правильну пірам іду: 1) чоти­

рикутну; 2) трикутну . Поясніть, я к  це можна зробити.
2 8 . Із  шести олівців однакової довжини складіть чотири рівносторонні 

тр и кутн и ки  зі стороною, що дорівнює довж ині олівця.
2 9 . Вам потрібно знайти відстань м ж  найбільш віддаленими вершина­

ми предмета, що має форму прямокутного паралелепіпеда, напри­
клад, цеглини. Запропонуйте спосіб вимірювання л ін ій ко ю  д іаго­
налі, не виконую чи жодних обчислень.

ШТРОШІІЗШШШ
1. Назвіть основні фігури та основні відношення у просторі.
2. З яких частин складається система аксіом стереометрії?
3. Сформулюйте аксіоми стереометрії.
4. Як можна задати площину?
5. Поясніть, що таке пряма призма; піраміда.
6. Яка призма називається правильною? А піраміда?
7. Яка площина називається січною площиною для многогранника?
8. Що таке переріз многогранника?
9. Поясніть, як побудувати переріз многогранника січною площиною.



ПЕРЕВІРТЕ, ЯК ЗАСВОЇЛИ МАТЕРІАЛ РОЗДІЛУ 1

ШЇЇШІЗЩШІД

ф
Уважно прочитайте задачі й знайдіть серед запропонованих відповідей 

правильну. Для виконання тестового завдання потрібно 10 — 15 хв.

Основними фігурами в стереометрії є:
А . Точка і  площина. В. Точка, в ідр ізок і  площина.
Б. Точка і  пряма. Г. Точка, площина і  пряма.

П лощ ину можна задати:
A . Трьома точками, що лежать на одній прям ій.
Б. Двома точками.
B. Прямою і  точкою , що не належить їй.
Г. Прямою і  точкою , що лежить на н ій .

Я ка  фігура утворюється в перетині грані многогранника із  січною пло­
щиною?

A. Пряма.
Б. В ідрізок.
B. Промінь.
Г. К ут .

Я ке з тверджень не є аксіомою стереометрії?
A . Через точку, що не лежить на даній прям ій , можна провести 

пряму, паралельну даній прям ій , і  до того ж  т іл ьки  одну.
Б. Я кщ о дві точки  прямої лежать у площ ині, то й кож на  точка ц іє ї 

прямої лежить у даній площ ині.
B. Існую ть точки , що належать даній площ ині, і  точки , що не ле­

жать у н ій .
Г. Я кщ о дві площ ини мають спільну точку, то вони перетинаються 

по прям ій, що проходить через цю точку.

Треба побудувати переріз куба площиною K L M .  Я ка  з побудов пра­
вильна?

А. Б. В. Г.

О



Паралельність 
прямих і 
і площин 
у  просторі



У розділі дізнаєтесь:

и  про взаємне розм іщ ення 
двох прямих у  простор і; 
прямої і площ ини та ознаку 
їх паралельності;

■ як знайти відстань від точки 
до прямої та м іж двома 
паралельними прямими; кут 
м іж  прямими,
що перетинаються;

■ про паралельні площини 
та їх ознаку і властивості;

■ що таке паралельне 
проектування та як 
зображати просторові ф ігури 
на площині;

■ як застосувати вивчені 
означення, ознаки і 
властивості на практиці 
та під час р о зв ’язування 
задач
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2.1. ВЗАЄМНЕ РОЗМІЩЕННЯ 

ДВОХ ПРЯМИХ У ПРОСТОРІ

Ви знаєте, що в ко ж н ій  площ и­
н і дві прям і або мають одну спільну 
точку, тобто перетинаються, або не 
мають сп ільних точок, тобто пара­
лельні.

Яке взаємне розміщення двох 
прямих у просторі? Подивіться 
на малюнок 46. Ви бачите, що пі­
шохідний перехід (пряма а) пере­
тинає дві паралельні смуги руху 
транспорту (прямі Ь і с), які прохо- Мап. 46
дять під естакадою (пряма сі).

Цей приклад ілюструє три випадки взаємного розміщення двох пря­
мих у просторі:

• дві прям і перетинаються (прям і а і  Ь);
• дві прям і паралельні (прям і Ь і  с);
• дві прям і м им об іж н і (прям і Ь і  (І).
Розглянемо властивості прямих у кож ном у з випадків.

1. Д В І ПРЯМ І МАЮ ТЬ О Д Н У СП ІЛ ЬН У ТОЧКУ

Я кщ о прям і а і  Ь у просторі мають одну спільну точку, то вони пере­
тинают ься  в ц ій  точц і (мал. 47).

/  П рям і, що перетинаються, позначатимемо так: а Г\Ь.

Кут ом  м іж  прямими а і  Ь вважають го­
стрий кут , якщ о прям і утворюють гострі й туп і 
кути  (мал. 47). Я кщ о ер — ку т  м іж  прямими а 
і  Ь, то говорять, що дані прям і перетинають­
ся п ід  кутом <р. Я кщ о прям і а і  Ь утворюють 
прям і кути  (мал. 48), то ку т  м іж  прямими до­
рівнює 90°. Т а к і прям і називають перпендику­
лярними.
/  Перпендикулярність двох прямих у про­

сторі позначають, я к  у планіметрії: а ±  Ь.



Промені або в ідр ізки , що лежать на пер­
пендикулярних прямих, та кож  вважають пер­
пендикулярними. Перпендикуляром  до даної 
прямої у просторі називається в ідр ізок прямої, 
перпендикулярної до даної прямої, я ки й  має 
одним із  своїх к ін ц ів  то чку  їх  перетину. На ма­
л ю нку 48 в ідр ізок АО  є перпендикуляром, 
проведеним з точки  А  до прямої а, точка О — 
основа перпендикуляра. Перпендикуляр АО  є 
найкоротшим з ус іх  в ідр ізк ів , що сполучають 
точку  А  з точками прямої а.

b

А .

л
а О

Мал. 48

з, Відст анню  від т очки до п р я м о ї називається довжина перпендику­
ляра, проведеного з даної точки до даної прямої.

На малю нку 48 відстань від точки  А  до прямої а дорівнює довжині 
перпендикуляра А О .

2 . Д В І ПРЯМ І НЕ МАЮ ТЬ С П ІЛ Ь Н И Х ТОЧОК
Я кщ о прям і а і  Ь у  просторі не мають сп ільних точок, то вони або ле­

жать в одній площ ині, або не лежать в одній площ ині.

Дві прямі у просторі, що лежать в одній площині і не перетинаються, 
називаються паралельними.

Дві прямі у просторі, що не лежать в одній площині, називаються 
м и м об іж ним и .

На малюнку 49 прям і а і  b паралельні, а 
прям і a ie  та feie — мимобіжні.

Коротко записують: а \ \ b, а — с, b — с. 
Знак « — » заміняє слово «мимобіжні».

Чому в означенні мимобіжних прямих не 
вказано, що ці прямі не мають спільних 
точок? Бо відсутність спільних точок у 
двох прямих є наслідком того, що вони не 
лежать в одній площині.

Правильним є і  таке означення. Д в і пря­
м і називають мимобіжними, якщ о  вони не мають сп ільних точок і  не па­
ралельні.

Вважають, що ку т  м іж  паралельними прямими дорівнює 0°.



^  К ут ом  між мимобіж ними п рям им и  називається кут м іж  прямими, 
що перетинаються і паралельні даним мимобіжним прямим.

Наприклад, ку т  м іж  мимобіжними прямими а і  Ь на малю нку 50 — це 
ку т  м іж  прямими а 1 і  Ьх, що перетинаються в точц і М  і  паралельні відпо­
відно прямими а і  Ь. Цей ку т  не залежить від вибору прямих, що перети­
наються. Твердження буде обґрунтовано п ізн іш е.

Я кщ о ку т  м іж  мимобіжними прямими дорівнює 90°, то дані прям і вва­
жають перпендикулярними (мал. 51). Отже, у просторі перпендикулярні 
прям і можуть або перетинатися, або бути мимобіжними.

Взаємне розміщення двох прямих у  просторі подано в таблиці 2.
Таблиця 2

Фігури Взаємне розміщення Запис
Дві лежать мають Перпендикулярні а ±  Ь

прямі в одній одну
а і Ь площ ині спільну

точку
не перпендикулярні а Г\Ь

не мають Паралельні а | | Ь
спільних

не лежать точок м им об іж н і перпендикулярні а ±  Ь
в одній
площ ині не перпендикулярні а Г\Ь

З а д а ч а  АВСХ)А1Б 1С1Х)1 — куб (мал. 
52). Знайдіть кут між мимобіжними прямими
В А ;\С С У

з а н н я. СС11 |В В у оскільки 
квадрат. Тоді кут між мимобіжни-

Р о з в ’ я
грань куба -  
ми прямими Б А 1 і СС1 дорівнює куту між пря
мими В А 1 і В В р тобто 45°

Мал. 52



Щ об знайти ку т  м іж  мимобіжними прямими, можна на одній з них 
взяти довільну точку  і  через неї провести пряму, паралельну другій  
прям ій.

ТЕОРЕМА
(ознака мимобіжних прямих).

Якщо одна з двох прямих лежить у площині, а друга перети­
нає цю площину, але не перетинає першу пряму, то дані прямі 
мимобіжні.

Д ано : 6 С а , а П а  = С , С 0  (мал. 53)
Д о в е сти :  прямі а і Ь — мимобіжні.
Д ове дення .  Доведемо теорему методом 
від супротивного. Припустимо, що прямі а і 
Ь не є мимобіжними. Тоді вони або перетина­
ються, або паралельні. В обох випадках вони 
лежать у деякій одній площині р.
Площина р містить пряму Ь і точку С = а П а.
Але через пряму Ь і точку С проходить також 
і площина а. За наслідком 1 з аксіом стерео­
метрії, площини а і р збігаються. Це означає, що пряма а повинна лежа­
ти у площині а. Але, за умовою теореми, пряма а перетинає площину а. 
Таким чином, ми прийшли до суперечності. Тому наше припущення не­
правильне. А це означає, що прямі а і Ь не лежать в одній площині, а є 
мимобіжними.

НАСЛІДОК 1. Я кщ о деяка пряма а пе­
ретинає площ ину а в точц і А , то вона є м и­
мобіжною з будь-якою прямою, що лежить 
у площ ині а і  не проходить через точку  А  
(мал. 54).

Справді, якщ о  пряма а перетинає площ и­
ну а в точц і А , а довільна пряма Ь лежить у 
площ ині а і  не проходить через точку  А , то це 
означає, що пряма Ь не перетинає пряму а. 
Отже, за ознакою мимоб іжних прямих, пря­
м і а і  Ь — мимобіжн і.

НАСЛІДОК 2, Я кщ о чотири точки  А , В, 
С і  Б  не лежать в одній площ ині, то прям і А В  
і  С.О, АС і  БХ), А_0 і  ВС — попарно м имоб іжн і 
(мал. 55).

Справді, якщ о точки  А , В, С і  Б  не лежать 
в одній площ ині, тоді прям і А В  і  С.0 також  
не лежать в одній площ ині, а тому вони є м и­
мобіжними за означенням. Розгляньте ін ш і 
пари прямих самостійно.



м Спосіб доведення від супротивного полягає в тому, що: 1) робимо 
припущ ення, протилежне (супротивне) тому, яке  треба довести;
2) м іркуванням и доходимо до висновку, що суперечить або умові 
твердження, яке доводиться, або одній з аксіом, або доведеній ра­
ніш е теоремі, або припущ енню; 3) робимо висновок — наше припу­
щення неправильне, а тому правильним є те, яке треба було довести.

Д^наДгггее^ (ґім>ше

1. Головна праця «Начала» давньогрецького вченого Евкліда поба­
чила світ бл. 300 р. до н. е. У ній підсумовано й приведено у струнку сис­
тему всі досягнення грецької математики, зокрема праці Гіппократа Хі- 
осського, Євдокса Кнідського, Архіта Тарентського, Теєтета Афінського 
та інших вчених. «Начала» містять 13 книг. У книгах І—IV подано основи 
планіметрії. Книга V містить теорію пропорцій геометричних величин, 
книга VI — теорію подібності, книги VII—IX — теорію чисел і числових про­
порцій, книга X — теорію ірраціональних чисел. Стереометрію викладе­
но у книгах XI—XIII. Книгу XI присвячено основам стереометрії. У ній Ев- 
клід формулює 28 означень і доводить 39 тверджень, які стосуються що­
найперше взаємного розміщення прямих і площин у просторі. Книгу XII 
присвячено круглим тілам, а книгу XIII — правильним многогранникам.

Історичне значення «Начал» Евкліда полягає в тому, що в них упер­
ше зроблено спробу застосування аксіоматичного методу в побудові 
геометрії. Зараз цей метод є основним для створення й обґрунтування 
математичних теорій.

2. Вам відомі геометричні характеристики планіметричних фігур. На­
приклад, трикутник характеризують довжини його сторін і градусні міри ку­
тів, його периметр і площа. Ці характеристики трикутника не залежать від 
його розміщення на площині й не змінюються (є інваріантними) при будь- 
якому переміщенні площини. Такі характеристики фігури називають її інва­
ріантами. Не всі інваріанти фігури є незалежними. Наприклад, якщо задано 
три сторони трикутника, то від їх довжин залежать кути, периметр і площа 
трикутника тощо. Незалежні інваріанти фігури називають її параметрами. 
У вас може виникнути запитання: Які параметри мають дві прямі у просторі?

Дві прямі, що перетинаються, мають єдиний параметр — кут між 
ними.

Дві паралельні прямі також мають єдиний параметр — відстань між ними.
Дві мимобіжні прямі мають два параметри — кут і відстань між ними.
Що більше параметрів має фігура, то загальнішою вона є, бо зі зміною 

значень параметрів утворюється більше фігур, які належать до даного 
поняття. Це дає ще одне пояснення того факту, що мимобіжність прямих 
є більш загальним випадком розміщення двох прямих у просторі, ніж їх 
паралельність чи перетин. Справді, якщо кут між мимобіжними прямими 
дорівнює нулю, то одержимо паралельні прямі; якщо відстань між мимо­
біжними прямими дорівнює нулю, то одержимо прямі, що перетинаються.



3. Символи «±», « | | », « — » для позначення взаємного розміщення двох 
прямих називають іконічними. Вони наочно відображають суть понять, 
які позначають.

^  Т(^и.7ада.йпгґе 7о хо 0 ^е
1. Які можливі випадки розміщення двох прямих у просторі?
2. Яку просторі визначають кут між прямими, що перетинаються?
3. Сформулюйте означення відстані від точки до прямої.
4. Які прямі в просторі називаються паралельними? Як їх позначають?
5. Дайте означення мимобіжним прямим. Як їх позначають?
6. Що таке кут між мимобіжними прямими?
7. Поясніть, які прямі в просторі вважаються перпендикулярними.
8. Якими величинами характеризуються мимобіжні прямі?
9. Сформулюйте означення відстані між паралельними прямими.
10. Сформулюйте ознаку мимобіжних прямих.

щ

1

Розв'яжіть задачі
Наведіть приклади взаємного розміщення 
двох прямих на довколиш ніх предметах.

2 ’ . На малюнках 56 -57  зображено пряму при­
зму. Назвіть прям і, я к і мають одну спільну 
точку  з прямою: 1) А В ; 2) ВС; 3) АС. У  я к ій  
точці ц і прям і перетинають дану пряму?

З '.  На малюнках 58-59  зображено трикутну  
пірам іду. Назвіть прям і, я к і мають одну 
спільну точку  з прямою: 1) А В ; 2) ВС;
3) АС. У  я к ій  точці ц і прям і перетинають 
дану пряму?

4 '.  Назвіть перпендикулярні прям і на малюн­
ках 56-59 .

5 '.  Назвіть пряму й перпендикуляр до неї на малюнках 56-59.

Мал. 57 Мал. 59



Довжина якого  в ідр ізка  дорівнює відстані від точки  А  до прямої ВС 
(мал. 56-59)?
На малюнках назвіть: 1) паралельні прям і (мал. 56-57); 2) мимо­
б іж н і прям і (мал. 58-59). Зробіть відповідний запис.
Накресліть куб А ВС БА В С ^  . Запиш іть:
1) прям і, що перетинаються і  лежать у площ ині ниж ньої основи 
куба;
2) прям і, що перетинаються п ід  прямим кутом і  лежать в площ ині 
верхньої основи куба;
3) перпендикулярні прям і, що проходять через точку  А  ; С ;
4) пряму й перпендикуляр, я ки й  проведено до ц іє ї прямої з точки

Я ки й  ку т  м іж  прямими:
1) С А ІА К  (мал. 58);
2) С А ІА М ,  якщ о  ДАВС  — правильний (мал. 58);
3) К А ІА В  (мал. 59);
4) К С  і  К Р , якщ о ДА К В  = А А К С  (мал. 59)?
Вершина верхньої основи прямокутного паралелепіпеда і  ребро 
його ниж ньої основи лежать в одній б ічн ій  грані. Я кою  може бути 
відстань від даної вершини до даного ребра паралелепіпеда, якщ о 
його вим іри дорівнюють:
1) 3 см, 4 см, 5 см; 2) 5 см, 2 см, 2 см;
3) 8 см, 8 см, 8 см?
Побудуйте відповідне зображення.
У  прямокутного паралелепіпеда 
(мал. 60) ребраА В  і  С І) лежать на ми­
мобіжних прямих, а ребра СО і  В К  — 
на паралельних прямих. На малюн­
ках 61-62  цей паралелепіпед певним 
чином повернуто. Скопіюйте малюн­
ки  61-62  та позначте на них ребра 
СО і  В К .  На я ки х  прямих лежать ре­
бра А В  і  СО? А  ребра СО і  В К ?

К В



Г 12°. Я к  можуть взаємно розміщуватися ребра основи й б ічн і ребра:
1) паралелепіпеда;
2) трикутно ї пірам іди;
3) чотирикутної піраміди?

13°. Назвіть пари ребер призми, що лежать на м имоб іжних прямих, 
якщ о призма: 1) трикутна; 2) чотирикутна.

1 4°. Назвіть пари ребер пірам іди, що лежать на мимобіжних прямих, 
якщ о піраміда: 1) трикутна; 2) чотирикутна.

/Г
15°, А В  і  С-0 — м им об іж н і прям і. Ч и  є паралельними прям і: 1) АС і  В Б ;

2) АХ) і  БС?
16°.  Дано паралелограм і  тр и кутн и к, що лежать у р ізних площинах 

(мал. 63-64). Ч и є правильним твердження:
1) прям і А А  і  В Б  перетинаються;
2) прям і А ХВ  і  АО  можуть бути паралельними;
3) прям і САхіА Б  — мимобіжні?

1 7°, А В С БА ХВ ХСХБ Х — куб. Назвіть пари його ребер, що лежать на пер­
пендикулярних прямих, я к і:  1) перетинаються; 2) є мимобіжними. 

1 8°. Накресліть куб А В С Б А ХВ ХС ХБ  х.
1) Вид іл іть на ньому ребро В В 1 та назвіть ус і ребра куба, я к і:  а) па­
ралельні даному ребру; б) перетинають дане ребро; в) м имоб іжн і 
з даним ребром.
2) Вид іл іть діагональ А Б Х грані А Б Б ХА Х та назвіть діагоналі ін ш и х  
граней, я к і:  а) паралельні діагоналі А О ^ б) перетинають діагональ 
А Б Х; в) м им об іж н і з діагоналлю А Б Х.

'
19°.  Яке взаємне розміщення прямих, що м істять ребраВ В 1 таА ХБ Х куба 

А В С БА ХВ СХБ  ? Ч и  існую ть у площ ині грані А А ХВ ХВ  прям і, що пе­
ретинають ко ж н у  з прямих В В Х та А ХБ Х? Я кщ о та к і прям і існують, 
то с к іл ь ки  їх?

20° .  Доведіть, що пряма і проведений до неї перпендикуляр лежать 
в одній площині.

Мал. 63 Мал. 64



21° .  Точки А  і  В  лежать у площ ині а, а точка С не належить їй . Знайдіть 
відстань від точки  С до прямої А В , якщ о:
1 )А В  =  13 см, ВС =  14 см, АС =  15 см;
2)А В  =  5 см, ВС =  6 см, АС =  9 см.

2 2 . Пряма а і  точка А  лежать у площ ині а. С кільки  прямих можна про­
вести через точку  А , кож на  з я ки х : 1) перетинає пряму а; 2) пара­
лельна прям ій а; 3) мимобіжна з прямою а? Розгляньте випадки, 
коли: А  Є а; А  (£. а.

2 3 . Пряма а лежить у площ ині а, пряма Ь перетинає її, але не перетинає 
пряму а. Доведіть, що через прям і а і  Ь не можна провести площину.

2 4 . Пряма а лежить у площині а, пряма Ь паралельна прямій а і має 
спільну точку N  із площиною а. Доведіть, що пряма Ь також ле­
жить в площині а.

2 5 . У  просторі дано три прям і а, Ь і  с. Дослідіть, я ким  може бути вза­
ємне розміщення прямих а і  Ь залежно від взаємного розміщення 
прямих: 1) а і  с; 2) Ь і  с.

2 6 . У  просторі дано чотири попарно паралельні прям і а, Ь, с і  й, з я ки х  
ж одн і три не лежать в одній площ ині. С к ільки  площин можна про­
вести через ко ж н і дві з даних прямих? Накресліть їх .

2 7 .  С к ільки  пар ребер призми лежать на мимобіжних прямих, якщ о 
призма: 1) трикутна; 2) чотирикутна?

2 8 .  С к ільки  пар ребер пірам іди лежать на мимоб іжних прямих, якщ о 
піраміда: 1) трикутна; 2) чотирикутна?

2 9  А ВС ВА 1В 1СгОї — куб. Знайдіть ку т  м іж  прямими: 1) Х)А1 і  БС1;
2) ВА^іВС^', 3 ) А 0 І С С Г 

ЗО . У  коробці з-під цукерок «Білочка» (має вигляд кубаАВС ДА В С ^ )  
знайдіть ку т  м іж  мимобіжними прямими В А 1 і  ССҐ 

3 1 . Точки  А , В, М  і  N  не лежать в одній площ ині. Доведіть, що прям і 
АЛГ і  В М  мимобіжн і.

3 2 *  . Доведіть, що якщ о дві прям і не мають сп ільних точок, то вони або 
лежать в одній площ ині, або не лежать в одній площ ині.

3 3 *  . Я кщ о дані прям і не проходять через одну точку  й к о ж н і дві з них 
перетинаються, то всі вони лежать в одній площ ині. Доведіть.

3 4 *  . Доведіть, що в ідр ізки , я к і сполучають середини протилежних сто­
р ін  просторового чотирикутника , перетинаються і  в точці перетину 
діляться навпіл.

3 5 * .  Доведіть, що вершини чотирикутника  лежать в одній площ ині, 
якщ о в нього перетинаються або діагоналі, або продовження двох 
несум іж них сторін.

3 6 * .  С кільки  пар м имоб іжних прямих визначають пари з: 1) чотирьох 
точок; 2) п ’яти точок; 3) п точок?
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3 7 * .  Знайдіть ку т  м іж  мимобіжними ребрами правильної трикутно ї 
призми, в я ко ї бічне ребро вдвічі довше за ребро основи.

■ ф Ф  ТТ^ояб сгггь ^о^ттеггге^ггг^селть
3 8 . Усі ми знаємо, що запорука гарного дня — м іцний сон. Щ об сон 

був справді хорошим, потрібно, щоб л іж ко  (із  чотирма н іж ка м и ) 
стояло на р івн ій  підлозі ст ійко . Я к  за допомогою двох ниток переві­
рити, що л іж ко  розміщено стійко?

3 9 . На подвір’ї (площина а) розміщено колодязь (точкаА ), прокладено 
д о р іж ку  (пряма а) і  встановлено стовп із  ліхтарем (пряма Ь). У  пло­
щ ин і а проведіть пряму, яка : 1) перетинає прям і а і  Ь; 2) перетинає 
пряму Ь і  паралельна прям ій а; 3) перетинає прям і а і  Ь та прохо­
дить через точку  А . П оясніть розміщення кож но ї прямої на описа­
н ій  місцевості.

4 0 . У  саду (площина (3), де росте кущ  п івон ій  (точка Б ), прокладено до­
р іж к у  до ставка (пряма Ь) і  росте береза (пряма й). У  площ ині (3 про­
ведіть пряму, яка : 1) перетинає прям і Ь і  й; 2) перетинає пряму (і і 
паралельна прям ій  Ь; 3) перетинає прям і Ь і  (і та проходить через 
точку  В. Поясніть розміщення ко ж но ї прямої на описаній місце­
вості.

41 . Я к  визначити ку т  м іж  мимобіжними прямими у класній кім наті?
4 2 . Д іти , йдучи до ш коли, побачили на небі три л ітаки  (зелений, ж ов ­

тий, синій), я к і летіли, залишаючи після себе сліди у вигляді р ів ­
них л ін ій  (вважатимемо їх  прямими). Дослідіть, я ким  може бути 
взаємне розміщення слідів від зеленого й жовтого л іта к ів  залежно 
від взаємного розміщення слід ів від жовтого й синього л ітак ів .

4 3 . Необхідно з ’єднати проводкою вимикач і  лампочку в к ім н а т і за­
вдовжки 6 м, завш ирш ки 3 м і  заввиш ки 3 м. Вимикач розміщено 
посередині торцевої стіни на висоті 1 м від підлоги, а лампочку — 
посередині протилежної стіни на відстані 1 м від стелі (мал. 65).
1) Я к  треба провести проводку, щоб її  довжина була найкоротшою?
2) С кільки  гривень коштуватиме 
установка проводки, якщ о ц іна 1 м 
електричного кабелю — 9 грн 70 к .,  
а за роботу майстру треба заплатити 
25 грн за ко ж н и й  прокладений метр 
кабелю?
3) Я ко ї потужності потрібна лампоч­
ка  для даної к ім нати? Необхідні дані 
знайдіть в Інтернеті.

Мал. 65



2.2. ВЛАСТИВОСТІ И ОЗНАКА 
ПАРАЛЕЛЬНИХ ПРЯМИХ 

У ПРОСТОРІ

1. ВЛАСТИВОСТІ ПАРАЛЕЛЬНИХ П РЯ М И Х У  ПРОСТОРІ
З курсу планіметрії ви знаєте, що через точку, яка  не лежить на пря­

м ій, можна провести єдину пряму, паралельну даній прям ій. Це твер­
дження було прийнято я к  аксіому в планіметрії. Воно справджується 
в ко ж н ій  площ ині простору. Однак у просторі це твердження потребує 
доведення.

ТЕОРЕМА (основна властивість паралельних прямих 
у просторі).

Через точку, яка не лежить на даній прямій, у просторі можна 
провести пряму, паралельну даній прямій, і тільки одну.

Д ано  пряма а, точкаД  А  £  а (мал. 66).
Д о в е сти :  існує пряма b \ \ а і тільки одна.
Д ове дення .  За наслідком 1 з аксіом стереометрії, через пряму а і точку 
А  можна провести площину а і до того ж тільки одну.
У площині а, за аксіомою паралельних прямих, через точкуА можна про­
вести пряму Ь, паралельну прямій а, і тільки одну (мал. 67). Отже, у про­
сторі через точкуА можна провести тільки одну пряму b \ \ а.
З теореми про основну властивість паралельних прямих у просторі ви­
пливає, що з двох прямих, які перетинаються, тільки одна може 
бути паралельною деякій третій прямій.

Мал. 66 Мал. 67



ТЕОРЕМА (про існування та єдиність площини, що 
проходить через дві паралельні прямі).

Через дві паралельні прямі можна провести площину і до того 
ж тільки одну.

Дано :  прямі а і Ь, а \ \ Ь.
Д ов е сти :  1) існує площина а, така що а С а, Ь С а;

2) площина а — єдина.
Д оведення .  1. З означення паралель­
них прямих випливає, що через прямі а і Ь 
можна провести площину. Позначимо її а 
(мал. 68). Отже, існування площини а до­
ведено.
2. Доведемо, що площина а — єдина.
Припустимо супротивне. Нехай існує інша 
площина, яка відмінна від а, що містить 
кожну з прямих а і Ь. Позначимо цю пло­
щину р.
Оберемо на прямій а точки В  і С, а на прямій Ь — точку А. Оскільки прямі 
а і Ь паралельні, то точки А, Б  і С не лежать на одній прямій.
Кожна з площин а і р містить обидві прямі а і Ь, а значить, кожна з них 
проходить через точки А, В і С. Але, за аксіомою стереометрії, через три 
точки можна провести лише одну площину. Тому площини а і р збігають­
ся. Отже, припущення було неправильним, а правильним є те, що пло­
щина а — єдина.

Ш
У  просторі площ ину можна задати: 

а — трьома точками;
— прямою і  точкою , що не лежить на н ій ;
— двома прямими, що перетинаються;
— двома паралельними прямими.

ТЕОРЕМА
(властивість паралельних прямих у просторі).

Якщо одна з двох паралельних прямих перетинає дану пло­
щину, то й друга пряма перетинає цю площину.

Дано :  прямі а і Ь, а \ | 6 , а П а  = А  (мал. 69).
Д о в е сти :  пряма Ь перетинає площину а.
Д ове дення .  Нехай через паралельні прямі а і Ь проходить площина р 
(мал. 70). Площини а і р мають спільну точку А  = а П а, тому вони пе­
ретинаються по прямій, що проходить через точку А. Позначимо цю 
пряму с.
З планіметрії відомо, що якщо одна з двох паралельних прямих перети-
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нає третю пряму, то і друга з двох паралельних прямих перетинає третю 
пряму.
У площині р лежать три прямі: а \ \ Ь \ с. Причому пряма а перетинається 
з прямою с. Це означає, що прямі Ь і с також перетинаються в деякій точці
В. А оскільки пряма с лежить у площині а, то точка В  належить площині а. 
Звідси випливає, що пряма Ь перетинає площину а в точці В.

У  просторі справджуються всі властивості двох паралельних пря­
мих, я к і ви вивчали в планіметри.

2 . О ЗНАКА ПАРАЛЕЛЬНОСТІ П РЯ М И Х У  ПРОСТОРІ
На малю нку 71 ви бачите прям окутний пара- 

лелепіпед А В С Б А ХВ ХС ХБ  х. Його б ічн і грані — пря­
м окутники . У  кож ного  з них протилежні сторони 
попарно паралельні. Тому прям і, що м істять про­
тилеж н і ребра ко ж но ї бічної грані паралелепіпеда, 
попарно паралельні. Наприклад, прям і А А  і  В В Х, 
А В  І А ХВ Х — паралельні.

7  Чи правильно, щоА А Х | |СС1 на малюнку 71? Так.
Однак у просторі цей факт потребує доведення, 
оскільки прямі А А Х, Б Б 1 і СС1 не лежать в одній 
площині.

Di

Аі /
В і

D

/ '

Сг

В

Мал. 71

ТЕОРЕМА
(ознака паралельності прямих).

Дві прямі, паралельні третій прямій, паралельні між собою.

Д ано  прямі a ,b \c ,a  \ \ b \a  \ \ с.
Д о в е сти :  b | | с.
Д ове дення .  Розглянемо два випадки: 1) дані прямі лежать в одній пло­
щині; 2) дані прямі не лежать в одній площині.



1) Нехай прямі а, b і с лежать в одній пло­
щині, а | |  b і а І \ с (мал. 72). Доведемо, 
що b І І с. Позначимо довільну точку М  на 
прямій с. Припустимо, що пряма с не па­
ралельна прямій Ь. Тоді, за аксіомою па­
ралельних прямих, через точку М  можна 
провести пряму cv паралельну прямій b 
(мал. 73). Дістали, що через точку М  про­
ходить дві прямі — с і cv паралельні прямій
a, що неможливо. Отже, наше припущен­
ня було неправильним, а правильним є те, 
що b І І с.
2) Нехай прямі a, b і с не лежать в од­
ній площині, а І І b і а \ \ с. Доведемо, що 
Ь \\с . Проведемо через паралельні прямі 
а і b площину a, a через паралельні прямі а 
і с — площину ß (мал. 74). Через довільну 
точку М  прямої с і прямуй проведемо пло­
щину у. За аксіомою 4 стереометрії, пло­
щина у перетинає площину ß по прямій. 
Припустимо, що це деяка пряма cv відмін­
на від прямої с (мал. 75). Припустимо далі, 
що пряма с1 перетинає площину а. Тоді 
точка їх перетину має належати і прямій а, 
бо прямі а і с1 лежать у площині ß, і прямій
b, бо прямі b і с1 лежать у площині у. Але, 
за умовою, а \\Ь . Дістали суперечність. 
Отже, пряма с1 не перетинає площину а, 
a значить, не може перетинати і пряму а, 
тобто с1 І І а. Але тоді у площині ß через 
точку М  проходять дві прямі, паралельні 
прямій а: с \ \ а за умовою і с1 | | а за дове­
деним. Дістали суперечність із аксіомою 
паралельних прямих. Отже, пряма с1 зб і­
гається з прямою с. Звідси випливає, що 
пряма с лежить у площині у і не перетинає 
площину а. Дістали, що прямі b і с лежать 
в одній площині у і не перетинаються. 
Отже, b І І с.

У  § 2.5 ви дізнаєтесь про інш ий  м ож ли­
вий спосіб доведення ознаки паралельності 
прямих.

З теореми про ознаку паралельності пря­
мих випливає, що з двох мимобіжних прямих 
т іл ьки  одна може бути паралельною деякій  
даній прям ій.

Мал. 72

Мал. 73

М



Я кщ о а I I b, b І І с, то а \ \ с, тобто відношення паралельності прямих 
у просторі має властивість транзитивності.

Ознака паралельності прямих дозволяє 
довести, що всі б ічн і ребра паралелепіпеда на 
малю нку 71 лежать на паралельних прямих.
Доведіть це самостійно.

3 а д а ч а 1 , M N  — середня лінія бічної 
Ш  грані SAB  правильної чотирикутної піраміди 

SABCD  (мал. 76). Доведіть, що M N  \ \ CD.
Р о з в ’ я з а н н я .  Бічними гранями 
піраміди є трикутники. M N  — середня лінія 
в A SAB, тому M N  \ \АВ. А В  \ \ CD, оскільки 
основа даної піраміди — квадратABCD. Отже, 
за ознакою паралельності прямих, M N  \ \ CD.

Щ об встановити паралельність двох прямих, покаж іть , що: 
або існує пряма, я к ій  паралельна кож на  з даних прямих, 
або в ідр ізки  даних прямих є протилежними сторонами паралелогра­
ма (чи основами трапеції, чи основою й середньою л ін ією  тр и кутн и ­
ка  тощо).

3 а д а ч а 2 Пряма а лежить у площині а. Пряма b паралельна прямій а 
Ш  і має спільну точку М  із площиною а. Доведіть, що пряма b також лежить 

у площині а (мал. 77).
Р о з в ’ я з а н н я .  Спосіб 1. Оскільки 
прямі а і b паралельні, то через них можна 
провести площину. Позначимо її р (мал. 77).
Пряма b проходить через точку М , тому 
площина р проходить через пряму а і точку 
М . Але через точку М  і пряму а проходить і 
площина а. За наслідком 1 з аксіом стерео­
метрії, площини а і р збігаються. Це озна- Мал. 77
чає, що b С а.
Спосіб 2. Припустимо, що пряма b не лежить у площині а, а має з нею 
лише одну спільну точку М , тобто пряма b перетинає площину а в точці 
М . Оскільки прямі а і b паралельні, то вони не перетинаються. Тому точ­
ка М  перетину прямої b з площиною а не належить прямій а, яка своєю 
чергою лежить у площині а. Тоді, за ознакою мимобіжних прямих, прямі а 
і b мають бути мимобіжними. А це суперечить умові задачі, за якою а | | Ь. 
Звідси випливає, що припущення проте, що пряма b не лежить у площині а, 
є неправильним. Це означає, що fee а.

3 . ВІДСТАНЬ М ІЖ  ПАРАЛЕЛЬНИМ И П РЯ М И М И  В ПРОСТОРІ

1 Як визначають відстань між паралельними прямими в просторі? Так само,
як і на площині, оскільки дві паралельні прямі задають єдину площину.



43

£  Відст анню між паралельним и  п р ям и м и  називається довжина 
перпендикуляра, проведеного з будь-якої точки однієї прямої до другої 
прямої.

На малю нку 78 відстань м іж  паралельни­
ми прямими а і  Ь дорівнює довж ині перпен­
дикуляра АО.

Щ об знайти відстань м іж  паралельними 
прямими, треба:
1) обрати довільну точку  на одній з да­
них паралельних прямих;
2) провести з обраної точки  перпенди­
куляр  до другої з даних паралельних 
прямих;
3) визначити довжину цього перпендикуляра

О
а

Мал. 78

Д^аДпггеея* <оСм>ше )
Вам доводилося зустрічати поняття «необхідно», «достатньо», «не­

обхідно і достатньо». За таблицею 3 розгляньте пари твердженьА і В  та 
з ’ясуйте зміст цих понять.

Таблиця З
Твердження

А
Твердження

В
Зв’язок між 

твердженнями
Одна з двох 
паралельних 
прямих пере­
тинає дану 
площину

Інша з двох 
паралельних 
прямих пере­
тинає дану 
площину

З А  випливає В
(А => В)

Кожна з двох 
прямих пара­
лельна третій 
прямій

Дві прямі 
паралельні 
між собою

З А  випливає В 
і з В  випливаєА
(А о  В)

Вид умови

А  — достатня умо­
ва для В

В — необхідна 
умова дляА 
А  — необхідна і до­
статня умова для 
В  і навпаки

Твердження <А достатнє для Б» і <А необхідне для В» є взаємообер- 
неними. Якщо вони обидва справджуються, то їх  можна об’єднати так: 
<А необхідне і достатнє для В».

Тоді твердження з другого рядка таблиці 3 можна сформулювати так:

Для того щоб дві прямі були паралельними, необхідно і достатньо, 
щоб кожна з них була паралельною третій прямій.



Т(̂ и.7.ада.йпгґе Іо^овце ^ ■
1. Як формулюється аксіома паралельних прямих?
2. Сформулюйте й доведіть основну властивість паралельних прямих 

у просторі.
3. Які властивості паралельних прямих?
4. Як формулюється ознака паралельності прямих?
5. Поясніть, як можна встановити паралельність двох прямих.
6. Що називається відстанню між паралельними прямими?
7. Як знайти відстань між паралельними прямими?

<А/, Розв'яжіть задачі
1 '.  Проведіть пряму а і  позначте точку  А , що не лежить на н ій . Прове­

діть пряму А Б  паралельно прям ій  а. С к ільки  таких  прямих можна 
провести: 1) на площ ині; 2) у  просторі?

2 '.  За допомогою навколиш ніх предметів проілюструйте основну влас­
тивість паралельних прямих: 1) на площ ині; 2) у  просторі.

З '.  На малюнках 79-81 назвіть: 1) пари паралельних прямих; 2) пло­
щ ину, що проходить через певну пару паралельних прямих.

4 '.  С кільки  площ ин можна провести через дві паралельні прямі? 
Наведіть приклад з довкілля.

5 '.  За малюнком 81 назвіть ребро паралелепіпеда, яке  паралельне за­
даному ребру й не лежить з ним в одній грані:
1) А А ^  2 ) 5 5 ^  З )А Б ; 4)ВС .

6 '.  Наведіть приклади з довкілля, що ілюструють ознаку паралельнос­
т і прямих.

7°. С кільки  ребер куба А В С Б А 1В 1Сг0 1 проходить через дану його вер­
ш ину паралельно заданому ребру:
1 ) А і  -Е^Ср 2) Б  і  Б Б ^  3) С ^ і А А ^  В ідповідь обґрунтуйте.

С і

5

В

Б і Сі

В в
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8 °

9°

1 0 °

1 1

1 2 °

1 3°

1 4°

1 5°

1 6 °

1 7 °

Накресліть прям окутний паралелепіпед А В С БА ХВ ХС ХБ  х. Проведіть 
діагональ у його грані, що проходить через дану вершину паралель­
но вказаній прям ій: 1) Б  і  В ХБ Х; 2) Х>1 і  ВС Х; 3) А і  В С Х.
В ідр ізок А В  має з площиною а спільну то чку  А . Через точку  В і  се­
редину С в ідр ізка  А В  проведено паралельні прям і, що перетинають 
площ ину а відповідно в точках В х і  Сх. Ч и  лежать в одній площ ині 
прям і В В Х і  ССХ? Знайдіть довжину в ідр ізка  ССХ, якщ о:
1) В В Х =  12 см; 2) В В Х =  9 см; 3) В В Х =  32 см.
В ідр ізок А В  не перетинає площ ину а. Через к ін ц і в ідр ізка  А В  і  його 
середину С проведено паралельні прям і, що перетинають площ ину 
а відповідно в точках А  , В х і  Сґ  Ч и  лежать в одній площ ині прям і 
А А  , В В Х і  ССХ? Знайдіть довжину в ідр ізка  ССХ, якщ о:
1) А А Х =  10 см, В В Х =  12 см;
2) А А Х =  15 см, В В Х =  9 см;
3) А А Х =  18 см, В В Х =  32 см.
Сформулюйте властивості паралельних прямих, я к і ви вивчали 
у планіметрії.
З планіметрії відомо, що пряма, яка  перетинає одну з двох пара­
лельних прямих, перетинає й другу. Ч и є правильним це тверджен­
ня у  стереометрії?
У  куб і проведіть с ічну  площ ину, яка:
1) проходить через ребро ниж ньої основи й перетинає верхню осно­
ву паралельно даному ребру;
2) проходить через ребро верхньої основи й перетинає ниж ню  осно­
ву паралельно даному ребру;
3) проходить через бічне ребро і  перетинає б ічну грань паралельно 
даному ребру.
Я ку  ф ігуру дістали в перерізі? В ідповідь поясніть.
Перерізом прямокутного паралелепіпеда АВСХ)А1Б 1С1Х)1 є прямо­
ку тн и к  з і сторонами: 1) А В  І А В Х; 2) В ХСХ і  СХВ ; 3) В Б  і  В В Х. Я ким  
прямим паралельні сторони перерізу?
Дано правильну ш естикутну пірам іду БАВСБЕР  
(мал. 82). Я ким  сторонам або діагоналям основи 
паралельна пряма, що проходить через середину 
ребра БА  й середину ребра: 1) БВ; 2) БС; 3) БВ?
Відповідь поясніть.
Д в і паралельні прям і а і  Ь відповідно паралельні 
прямим с і  (і. Яке взаємне розміщення прямих:
1) а і  с; 2) а і  сі; 3) Ь і  с; 4) Ь і  й?
Дано чотири попарно паралельні прям і а, Ь, с і 
<і , ж одн і три з я ки х  не лежать в одній площ ині.
Зобразіть усі площ ини, що проходять через к о ж ­
н і дві з даних прямих. С к ільки  таких  площин 
можна провести?



18°.  Знайдіть відстані м іж  паралельними ребрами прямокутного пара­
лелепіпеда, якщ о  його вим іри дорівнюють:
1) 4 см, 6 см, 9 см;
2) 5 см, 5 см, 5 см;
3) 5 см, 12 см, 12 см.

1 9°. На прямих А Б  і  ВС лежать основи трапеції АВС Б. Знайдіть в ід ­
стань м іж  даними прямими, якщ о:
1) А В  = СБ  = 17, АО  = 8, ВС  — АО  = 16;
2) А Б  = 14, АО  = 8, СБ  = 15.

20° .  К інець В  в ідр ізка  А В  лежить у площ ині а, точка С належить в ід ­
р ізку  А Б . Через точки  А  і  С проведено паралельні прям і, що пере­
тинають площ ину а в точках А  і  С1 відповідно. Знайдіть довжину 
в ідр ізка  ССг, якщ о:
1)ВС = 12, А В  : А А 1 = 3 : 5 ;
2 )А А 1 = 15, АС : СВ = 2 : 3 ;
3 )А А 1 = 21, АС :А В  = 2 : 7 .

2 1 . Усі прямі, які перетинають дві дані паралельні прямі, лежать в од­
ній площині. Доведіть.

2 2 .  П рям і а і  Ь перетинаються. Доведіть, що всі прям і, я к і паралельні 
прям ій  а і  перетинають пряму Ь, лежать в одній площ ині.

2 3 . П рям і а і  Ь не лежать в одній площ ині. Ч и можна провести пряму 
с, яка : 1) паралельна прямим а і  Ь; 2) проходить через дану точку  й 
перетинає прям і а і  Ь?

2 4 . Ч и існую ть дві паралельні прям і, кож на  з я ки х  перетинає дані 
м им об іж н і прямі?

2 5 . Через прям і а і  Ь проведено площ ини, я к і перетинаються по пря ­
м ій  с. Я кщ о пряма с не перетинає прям і а і  Ь, то прям і а і  Ь — пара­
лельні. Доведіть.

2 6 . Доведіть, що перерізом прямої призми площиною, яка  проходить 
через середини її  б ічних ребер, є м ногокутник, що дорівнює много­
ку т н и ку  основи.

2 7 . Січна площина проходить через середини б ічних ребер правильної 
п -кутно ї пірам іди зі стороною основи а. Я ки й  м ногокутник дістали 
в перерізі? Знайдіть його периметр і  площу, якщ о: 1) п = 3, а = 4 см;
2) п =  4, а =  6 см.

2 8 . Доведіть, що перерізом довільної п ірам іди площ иною, яка  прохо­
дить через середини ї ї  б ічних ребер, є м ногокутник, подібний до

м ногокутника  основи з коеф іцієнтом подібності — .
} '  2

2 9 . Точка М  не лежить у площ ині тр и кутн и ка  АВС. Точки К ,  Р, Е
і  — середини в ід р ізк ів  М А , А В , М С , ВС. Я к  розміщ ені прям і:
1) К Р  і  ЕР; 2) К Е  і  РР? Відповідь обґрунтуйте.



Мал. 83

а

у

ЗО. Т р и кутн и к  А Б Е  і  трапеція АВСБ  
(АО — основа) не лежать в одній 
площ ині, точка М  — середина сторо­
ни А Е , точка Р  — середина сторони 
Б Е . Доведіть, що М Р  | | ВС.

3 1 . Точки К ,  Ь, М  і  N  — середини в ідр із­
к ів  В Б , СБ, АС  і  А В  відповідно (мал.
83), АО  = 12 см, ВС =  14 см. Знайдіть 
периметр чотирикутника  К Ь М И .

3 2 . Точки А , В , С і  Б  не лежать в одній 
площ ині. Ч оти р и кутн и к АВС Б  з вер­
шинами в даних точках називають
просторовим. Доведіть, що середини його сторін лежать в одній 
площ ині. Вершинами якого  чотирикутника  є ц і точки?

3 3 . Ч оти р и кутни к АВС Б  — просторовий чотири кутник. Доведіть, що 
прям і, я к  сполучають середини в ід р ізк ів  А В  і  СБ, АС  і  В Б , А Б  і  ВС 
перетинаються в одній точці.

3 4 . Точки А , В, С і  Б  не лежать в одній площин, точки  К ,
Ь, О, Р  — середини в ід р ізк ів  А В , В Б , БС  і  АС відпо­
відно. Доведіть, що в ідр ізки  К О  і  ЬР  перетинаються 
й точкою  перетину діляться навпіл.

3 5 . Доведіть, що середини всіх в ідр ізк ів , к ін ц і я ки х  ле­
жать на даних паралельних прямих, належать одній 
площ ині.

3 6 * .  Доведіть, що середини всіх в ідр ізк ів , к ін ц і я ки х  ле­
жать на даних мимобіжних прямих, належать одній 
площ ині.

3 7 * .  Доведіть, що діагоналі протилежних граней прямо­
кутного  паралелепіпеда, я к і проведено з к ін ц ів  одно­
го ребра, паралельні.

3 8 * .  Існує площина, яка  перетинає б ічн і ребра чотири кут­
ної п ірам іди так, що в перерізі утворюється парале­
лограм. Доведіть.

3 9 *  . В основі п ірам іди лежить м ногокутник, зображений 
на малюнках 84 -85 . Січна площина ділить кож не 
бічне ребро п ірам іди у відношенні 2 : 1 ,  рахуючи від 
її вершини. Знайдіть периметр і  площу перерізу.

4 0 * .  На сторонах просторового чотирикутника  АВС Б  
взято точки  А  , В  , С1 і  Б х так, що

АА, _ АВ, СС, _ ВС,
Д В Б гБ С,Б ВХВ

Доведіть, що чотири кутник А 1В 1С1Б 1 — паралело­
грам. Мал. 85
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4 1 * .  Доведіть, що куб можна перетнути січною площиною так, щоб у пе­
рерізі утворився правильний ш естикутник.

4 2 * .  Знайдіть відстань м іж  паралельними ребрами правильної шести­
кутно ї пірам іди, в я ко ї ребро основи дорівнює бічному ребру за­
вдовжки 5 см.

ТТ^оябсгггь ^о^ттеггге^ггг^селть
4 3 .  Щ об провести пряму л ін ію  на землі, використовують два к іл о ч ки  

й мотузку. Поясніть, я к  це роблять. На я к ій  властивості паралель­
них прямих ґрунтується така побудова?

4 4 .  Щ об поклеїти шпалери в к ім н а т і, потрібно спочатку поділити їх  на 
ш матки прямокутної форми. Для того щоб рівно поклеїти їх  на с т і­
ни, один з його горизонтальних країв вирівнюють відносно стику  
однієї із  стін  і  стелі. На чому ґрунтується такий  спосіб?

4 5 .  Майстриня прикрашає сорочку вишиваними смужками, розм іщ у­
ючи їх  на л ів ій  і  правій полах сорочки паралельно л ін ії ґудзиків  
(мал. 86). Чому в готовому виробі см уж ки  виглядають паралель­
ними?

4 6 . На певній д ілянц і автостради її  смуги розділені суцільною л ін ією  
(її не можна перетинати). Ч и можуть на ц ій  д ілянц і з іткнутися  
автомобілі законослухняних водіїв, що рухаються назустріч один 

одному? В ідповідь поясніть.
4 7 .  Б ігов і д ор іж ки  на стадіоні розмічені паралельними л ін іям и  на д і­

лянки  (їх  не можна перетинати), я к і відокремлюють б ігун ів  один 
від одного. Правилами змагань не
передбачено, щоб б ігуни  змінювали 
д ор іж ки . Ч и  можуть б ігуни, не пору­
ш ую чи правил, з іткнутися  на одній 
із  цих ділянок? Відповідь поясніть.

4 8 .  Щ об естетично розмістити на ст ін і 
картину прямокутної форми, один 
з її горизонтальних країв вирівню ­
ють відносно стику  ц іє ї стіни і  стелі.
На чому ґрунтується такий спосіб?

4 9 .  Щ об поставити в класі шафу, яка  має 
форму паралелепіпеда, один з її  гори­
зонтальних країв вирівнюють віднос- Мал 86
но стику  стіни й підлоги. Поясніть 
чому.

\
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2.3. ВЗАЄМНЕ РОЗМІЩЕННЯ
ПРЯМОЇ І ПЛОЩИНИ

я 11
Подивіться на малюнок 87. Ви бачите, 

що на ст ін і будинку (площина а) прохо­
дить труба газопостачання (пряма а), до 
в ікна  другого поверху приставлено дра­
бину (пряма Ь), а поруч із  будинком росте 
дерево (пряма с). Цей приклад ілюструє 
три випадки взаємного розміщення пря­
мої і  площ ини:

— пряма лежить у  площ ині (пряма а), 
вона має з площиною безліч сп ільних то­
чок (мал. 88);

— пряма перетинає площ ину (пряма 
Ь), вона має з площиною єдину спільну Мал. 87
точку  (мал. 89);

— пряма не перетинає площ ину (пряма с), вона не має з площиною 
сп ільних точок (мал. 90).

. Для трьох випадків взаємного розміщення прямої і  площ ини вжива­
тимемо відповідні позначення: а С а, а П а, а | | а.

У  цьому параграфі розглянемо третій випадок. З другим випадком ви 
докладно ознайомитесь у наступному розділі п ідручника. А  над першим 
випадком пом іркуйте самостійно.

Мал. Мал. 90



1. ОЗНАЧЕННЯ Й ОЗНАКА ПАРАЛЕЛЬНОСТІ ПРЯМ О Ї І ПЛОЩ ИНИ

Пряма і площина, які не перетинаються, називаються пара­
лельними.

Як встановити, що пряма паралельна площині? Відповідь дає наступна 
теорема.

Теорема
(ознака паралельності прямої і площини).

Якщо пряма, що не лежитьу площині, паралельна якій-небудь 
прямій цієї площини, то вона паралельна і самій площині.

Д ано  площина а, 
пряма аф а, 
пряма Ь С а, 
а | | Ь (мал. 91).
Д о в е сти :  а | |а.
Д ове дення .  Проведемо площину р через паралельні прямі а і Ь 
(мал. 92). Площини а і р перетинаються по прямій Ь. Припустимо, що 
пряма а не паралельна площині а, а перетинає цю площину в деякій точці 
М  (мал. 93). Ця точка лежитьу даній площині а і площині р, яка проходить 
через паралельні прямі а і Ь. Тоді точка М  лежить на прямій Ь перетину 
площин а і р. Отже, прямі а і Ь перетинаються. А це неможливо, бо а \ \ Ь 
за умовою. Отже, наше припущення неправильне, а правильним є те, що 
пряма а не перетинає площину а, тобто а \ \ а.

Мал. 91 Мал. 92 Мал. 93

А З а д а ч а І . У  піраміді SABCD  через ребра SA і SC проведено 
Ш  площину (мал. 94). Чи паралельна вона прямій M N , що проходить через 

середини ребер А В  і ВС?
Р о з в ’ я з а н н я .  Відрізок M N  — середня лінія трикутника ABC, 
який не лежить у площині SAC. Оскільки M N  \ \ АС, а АС лежитьу площи­
ні SAC, то пряма M N  паралельна площині SAC.



\ а а \ \ а  а \
\  \

\ /  ь У
\ /  с \ /

/ р  / /  Ь /

Мал. 95 Мал. 96

9 Ш

Теорема
(властивість 1 паралельності прямих і площин).

Теорема
(властивість 2 паралельності прямих і площин).

Щ об встановити паралельність прямої і  площ ини, покаж іть , що: 
або в площ ині існує пряма, я к ій  паралельна дана пряма; 
або в ідр ізки  даної прямої і  прямої, що лежить у даній площ ині, є 
протилежними сторонами паралелограма (чи основами трапеції, чи 
основою і  середньою л ін ією  трикутни ка  тощо), я ки й  не лежить у да­
н ій  площ ині.

2 . ВЛАСТИВОСТІ ПАРАЛЕЛЬНОСТІ П РЯ М И Х І ПЛО Щ ИН

Якщо площина проходить через пряму, паралельну іншій пло­
щині, і перетинає цю площину, то пряма перетину цих площин 
паралельна даній прямій.

Дано :  площина а , площина р, пряма а С а ,  а | | р, а  П р = & (мал. 95). 
Д о в е сти :  b | | а.
Д ове дення .  Оскільки а С а і а П р  = &, то обидві прямі а і b лежать у 
площині а.  Через те що пряма а, за умовою, паралельна площині р, у якій 
лежить пряма Ь, то пряма а не має спільних точок із прямою Ь. Отже, пря­
мі а і b лежать в одній площині й не мають спільних точок, тобто вони па­
ралельні за означенням.
Із цієї теореми випливає: якщо пряма а паралельна площині р, то в 
цій площині можна провести безліч прямих, паралельних прямій а.

Якщо через кожну з двох паралельних прямих проведено 
площину і ці площини перетинаються, то пряма їх перетину 
паралельна кожній з даних прямих.



Дано:  а \ \Ь, а С а ,  & С р, а  П р = с (мал. 96).
Д о в е сти :  с | | а і с \ \ Ь.
Д ове дення .  За умовою теореми, пряма а паралельна прямій Ь, що ле­
жить у площині р, а тому, за ознакою паралельності прямої і площини, 
пряма а паралельна і самій площині р. Крім того, площина а  проходить 
через пряму а і перетинає площину р по прямій с. За властивістю 1 па­
ралельності прямих і площин, прямі а і с паралельні. Тоді, за властивістю 
транзитивності паралельності прямих, пряма Ь паралельна прямій с.

Теорема
(властивість 3 паралельності прямих і площин).

Якщо пряма паралельна кожній із двох площин, що перетина­
ються, то вона паралельна і лініїїх перетину.

Дано:  f e | | a ,  f e | | p ,  а П р  = а (мал. 97).
Д о в е сти :  b | | а.
Д ове дення .  За наслідком з властивості 1 пара­
лельності прямих і площин, у площинах а  і р існу­
ють відповідно прямі т і п, які паралельні прямій 
Ь, а тому паралельні й між собою. Тоді, за влас­
тивістю 2 паралельності прямих і площин, прямі 
т і п паралельні прямій а перетину площин а  і р. 
За властивістю транзитивності паралельності 
прямих, пряма b паралельна прямій а.

т

п

Мал. 97

З а д а ч а 2 . Прямі а і Ь — мимобіжні. Через кожну точку прямої а про­
ведено пряму, паралельну прямій Ь. Доведіть, що всі такі прямі лежать в 
одній площині. Як розміщена ця площина відносно прямої Ь? 
Р о з в ’ я з а н н я .  Позначимо на пря­
мій а довільну точку Б  і проведемо через 
неї пряму с, паралельну прямій Ь. Через 
прямі а і с, що перетинаються, проведе­
мо площину а  (мал. 98). Ця площина, за 
ознакою паралельності прямої і площи­
ни, паралельна прямій Ь.
Нехай М  — довільна точка прямої а, 
т — пряма, що проходить через точку 
М  паралельно прямій Ь. Тоді пряма т 
паралельна прямій с (за ознакою пара­
лельності прямих) і лежить у площині а.
Оскільки точка М  була обрана довільно
на прямій а, то можна зробити висновок: усі прямі простору, які пара­
лельні прямій Ь і перетинають пряму а, лежать у площині, що про­
ходить через пряму а і паралельна прямій Ь.
Єдиність площини а  доведіть самостійно.



}  У вас могло виникнути запитання: Чи є 
правильним твердження «Через точку, 
що не лежить у площині, можна провес­
ти єдину пряму, паралельну даній пло­
щині»? Поміркуємо.

Через точку  А , що не лежить у площ ині 
а , проведемо пряму а, що перетинає дану 
площ ину в деякій  точц і В  (мал. 99). За на­
слідком 3 з аксіом стереометрії, через пря­
му а в просторі можна провести безліч пло­
щин. Позначимо їх  ß , ß , ß3,... За аксіомою 
4 стереометрії, кож на  із  цих площ ин пере­
тинатиме площ ину а  по деякій  прям ій, не­
хай b , b , feg,... За аксіомою паралельних прямих, у  площ ині ß через точку 
А  можна провести єдину пряму, нехай с , паралельну прям ій  b . Анало­
гічно  і  в ін ш и х  площ инах можна провести с21 | b , ca \ \ b .... Отже, у просто­
рі через точку А  можна провести безліч прямих, паралельних площині а .

Взаємне розміщення прямої і  площ ини подано в таблиці 4.
Таблиця 4

Фігури Взаємне розміщення Запис

Пряма a
мають безліч 

сп ільних точок
пряма лежить 

у  площ ині а С а

і мають одну пряма перетинає а П аплощина а спільну точку площ ину
не мають пряма паралельна а І І аспільних точок площ ині

Д ^ а Д п г г е е я *  <йСм>ше ]

1. До особливого класу теорем відносять так 
звані «теореми існування та єдиності». Напри­
клад, основна властивість паралельних прямих у 
просторі:

Через точку, яка не лежить на прямій, у просторі 
можна провести пряму, паралельну даній прямій,

існування
і тільки одну. 

єдиність

У «Началах» Евкпіда (III ст. до н. е.) теореми іс­
нування та єдиності відіграють ключову роль. Ста­
родавні грецькі математики не допускали існуван­
ня фігури незалежно від побудови. За Евкпідом, 
геометрична фігура існує лише з моменту її побу- Пам’ятник Евкліду 

в Оксфорді



■ 7 дови. Тому доведення існування часто містять правила побудови відповід- 
3 них фігур чи їх комбінацій. Для доведення єдиності застосовується метод 
3 від супротивного.

■ * 2. Метод доведення від супротивного ґрунтується на законі виклю- 
ї ченого третього: з двох тверджень «Г» і «не Г» одне є істинним, а друге — 
і  хибним, третього не дано. Цей закон сформулював давньогрецький

- * вчений Аристотель (384-322 до н. е.) у своїй праці «Метафізика».

і І І
Т(^и.7ада.йпгґе 7охо0^е

1. Назвіть випадки взаємного розміщення прямої і площини. Як їх позначають?
2. Дайте означення паралельних прямої і площини.
3. Сформулюйте й доведіть ознаку паралельності прямої і площини.
4. Сформулюйте й доведіть властивість 1 паралельності прямої і площини.
5. Сформулюйте й доведіть властивість 2 паралельності прямої і площини.
6. Сформулюйте й доведіть властивість 3 паралельності прямої і площини.
7. Як можна встановити паралельність прямої і площини?
8. Скільки прямих, паралельних деякій площині, можна провести у просторі 

через дану точку?

<Д/І Розе/яжіть задачі
1 '.  Наведіть приклади взаємного розміщення прямої і  площ ини на 

предметах класної обстановки.
2 '.  А В С БА 1В 1Сг0 1 — куб (мал. 100). Яке взаємне розміщення:

1) прямої -А С і  площ ини АБС; 2) прямої ВС1 і  площ ини Б А В ;
3) прямої А і^  і  площ ини ВСС

З '.  На малюнках 101-102 назвіть: 1) прям і, що лежать у площ ині АБС;
2) прям і, що перетинають площ ину АБС; 3) прям і, паралельні пло­
щ ин і АБС. Зробіть відповідні записи.

4°. Чому пряма не може перетинати площину більше н іж  в одній 
точці? Відповідь обґрунтуйте.
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Пряма а паралельна площ ині а. Ч и  існую ть у даній площ ині прям і, 
не паралельні прям ій  а? Проведіть одну з них.
Ч и правильно, що пряма, паралельна площ ині, є паралельною 
будь-якій прям ій, що лежить у даній площині?
Ч и може пряма а перетинати площ ину а, коли паралельні їй  прям і 
лежать у ц ій  площині?
Ч и  правильно, що коли одна з двох паралельних прям их паралель­
на деякій  площ ині, то і  друга пряма паралельна ц ій  площ ині?
Пряма а паралельна площ ині а і  лежить у площ ині (3. Площ ини а 
і  (3 перетинаються по прям ій Ь. Я к  розм іщ ені прям і а і  Ь?
У  прямокутному паралелепіпеді А ВС ВА 1В 1С1В 1 проведіть пряму 
К Р , яка:
1) лежить у площ ині грані ВССХВ Х, проходить через середину ребра 
Б Б 1 і  паралельна площ ині
2) лежить у площ ині грані АВС В, проходить через середину ребра 
СВ  і  паралельна площ ині А А ^ ^ ,
3) лежить у площ ині грані А В Б ^ ,  проходить через середину ребра 
А 1В 1 і  паралельна площ ині А А 1В 1.
Пряма а паралельна площ ині а. Пряма Ь перетинає пряму а. Я ким  
може бути взаємне розміщення прямих а і  Ь?
Пряма а паралельна площ ині а. Я ким  може бути взаємне розм і­
щення прямих а і  Ь, якщ о пряма Ь лежить у площ ині а?
Основою пірам іди БАВСВ  є прям окутник. У  її  б ічн ій  грані через 
середину бічного ребра проведено пряму ЕР  паралельно площ ині 
основи. Я кою  може бути довжина в ідр ізка  ЕЕ, якщ о сторони осно­
ви п ірам іди дорівнюють: 1) 4 см і  6 см; 2) 3 см і  7 см; 3) 2 см і  5 см?
АВС В  — паралелограм. Площина а перетинає площ ину паралело­
грама по прям ій : 1)А В  (мал. 103); 2) БС; 3) СВ.
Яке розміщення ін ш и х  сторін паралелограма відносно площ ини а? 
АВС ВЕЕ  — правильний ш естикутник. Площина а перетинає пло­
щ ину ш естикутника по прям ій: 1) АВ  
(мал. 104); 2)С В ; З)Е Е .
Яке розміщення інш их сторін і  діагона­
лей ш естикутника відносно площини а?
Т р и кутн и к АВС  не лежить в одній пло­
щ ин і з другим трикутником , але має 
з ним спільну сторону: 1) А В ; 2) ВС;
3) АС. Доведіть, що одна із  середніх л і­
н ій  ААВС  паралельна площ ині другого 
трикутника .
Площина а паралельна стороні А В  три­
кутн и ка  АВС  і  перетинає сторони АС  і  
ВС в точках К  і  N . Доведіть, що



/ Мал. 104

18°.  К И  | | А В . Знайдіть довжину сторони АВ, 
якщ о:
1) К М  =  9 см, АС =  24 см, К С  =  12 см;
2) К И  =  8 см, АС = 18 см, К С  =  9 см;
3) Ш =  11 см, АС = 16 см, К С  =  8 см.

1 9 . Д в і прям і паралельні одній площ ині. Ч и
паралельні вони м іж  собою?

2 0 . Паралельні прям і а і  Ь не ле­
жать у площ ині а. Я кщ о а | | а, то і 
Ь | | ос. Доведіть.

21 . Ч и є правильним твердження: якщ о  пря­
ма паралельна площ ині, то вона не перетинає жодної прямої: 1) що 
лежить у ц ій  площ ині; 2) паралельної ц ій  площ ині? В ідповідь по­
ясніть.

2 2 . Пряма а паралельна площ ині а. Ч и  правильно, що будь-яка пряма,
яка  проходить через деяку точку  площ ини а паралельно прям ій  а, 
лежить у площ ині а?

2 3 . Пряма п паралельна площ ині а. Ч и паралельна ця пряма будь-якій 
прям ій, що лежить у площ ині а? В ідповідь поясніть.

2 4 . Площина а перетинає дві сторони трикутни ка  і  д ілить їх  у  відно­
ш енні т : п. Я к  розміщується дана площина відносно третьої сторо­
ни трикутника , якщ о: 1) т =  1, п = 2; 2) т = 2, п =  З?
С кільки  випадків треба розглянути?

2 5 . П рям і а і  Ь перетинаються. Точка А  не лежить на даних прямих. 
Ч и можна через то чку  А  провести площ ину, паралельну ко ж н ій  
з даних прямих?

2 6 . У  куб і А В С Б А 1В 1Сг0 1 проведено площ ину через ребра А А 1 і  ССҐ 
Ч и  паралельна вона прям ій , що проходить через середини ребер:
1 )А Б  і  БС; 2 )А 12)1і  СІ)? Відповідь обґрунтуйте.

2 7 . Основа п ірам іди з вершиною 5  — правильний ш естикутник 
АВС БЕР. Ч и  можна в грані БАВ  провести в ідр ізок, паралельний 
площ ині: 1)АБС; 2) 5С£>; 3) БСЕ; 4) 5А^?

2 8 . Точки А  і  В  лежать у сус ідн іх б ічних гранях призми. Я к  у площ и­
нах цих граней провести паралельні прям і, що проходять відповід­
но через то ч ку А  і  точку  Б?

2 9 . Ч и може площина, яка  проходить через середини двох сторін три ­
кутни ка , перетинати третю його сторону?

3 0 . Дано: 1) квадрат; 2) правильний ш естикутник. Площ ину а  прове­
дено паралельно одній зі сторін даного м ногокутника. Дослідіть, 
я к  може розміщуватися площина а відносно ін ш и х  сторін даного 
м ногокутника.

3 1 * .  Доведіть, що існує безліч площин, я к і перетинають дану пряму. 
3 2 * .  Я кщ о площ ина і  пряма, що не лежить у ц ій  площ ині, паралельні

А
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Ч и можна побудувати площ ину, яка  проходить через дану пряму 
паралельно: 1) другій  даній прям ій; 2) двом інш им  даним прямим? 
Дано довільну пірам іду. Доведіть, що прям і, я к і проходять через 
середини двох б ічних ребер пірам іди, паралельні її  основі. 
АВС БЕРАХВ С Е  Р 1 — пряма призма, в основі я ко ї лежить пра­
вильний ш естикутник. Ч и паралельна площина АСС1 прям ій, що 
проходить через: 1) вершину Р  і  середину ребра Б Б  ; 2) вершину Б  
і  середину ребра Е Р ?
Доведіть, що всі прям і, я к і перетинають дану пряму А В  і  паралель­
н і прям ій С-О, яка  є мимобіжною з А В , лежать в одній площ ині.
Доведіть, що всі чотири діагоналі паралелепіпеда перетинаються 
в одній точц і й ц ією  точкою  діляться навпіл.
Доведіть, що площина, яка  паралельна двом мимобіжним сторонам 
просторового чотирикутника , д ілить дві ін ш і його сторони на про­
порц ійн і в ідр ізки .
Побудуйте л ін ію  перетину площин двох тр и кутн и к ів , у  я ки х  одна 
вершина спільна, а протилежні їй сторони — паралельні.

ТТ^оябсгггь ^о^ттеггге^ггг^селть
Яке взаємне розміщення моста через р іч ку  (пряма а), напряму її 
течії (пряма Ь) і  площ ини водної поверхні (площина а )  (мал. 105)?
У  м істі Братислава м іст через Дунай має два р івн і. Верхнім  рівнем 
мосту (пряма а) їздять автомобілі й автобуси, а на нижньому р івн і 
є п іш ох ід н і д ор іж ки  (пряма Ь) (мал. 106). Площ ину, у я к ій  прохо­
дить Дунай, позначимо а .
1) Ч и  можуть перетнутися піш оходи з автобусами, коли рухаються 
на мосту одночасно?
2) Я к  розм іщ ені пряма а і  площина а ?
3) Я к розміщ ені пряма Ь і  площина а?

Розмічаючи верхній край панелі на ст ін і, його вирівнюють віднос­
но плінтуса. Ч и  паралельні край панелі й площина підлоги? В ідпо­
відь поясніть.
Будівельнику потрібно терміново купи ти  стельовий пл інтус для 
кім нати , попередньо визначивши його метраж. Стеля в будинку до­
сить висока, а драбини немає. Щ о  робити будівельнику? Відповідь 
поясніть.
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2.4. ВЗАЄМНЕ РОЗМІЩЕННЯ 
ДВОХ ПЛОЩИН

х '-- --- -- ї

5 е ' ■ я
т " ■І

Мал. 107

Подивіться на малюнок 107. Ви бачите ж у р ­
нальний столик, до бічного стояка якого  (площ и­
на а )  кр іпиться  поличка (площина (3) і  стільниця 
(площина у). Цей приклад ілюструє можливі ви­
падки взаємного розміщення двох площин:

• дві площини перетинаються (площини а  і  (3);
• дві площ ини паралельні (площ ини (3 і  у). 
Розглянемо властивості площин у кож ном у

з випадків.

1. П Л О Щ И Н И , Щ О ПЕРЕТИНАЮ ТЬСЯ
За аксіомою 4 стереометрії, якщ о дві площ ини мають спільну точку, 

то вони перетинаються по прям ій  (мал. 108). К ож на  точка ц іє ї прямої 
належить обом площинам.
/  Площ ини а  і  (3, що перетинаються, позначаємо: а  П (3.

Властивості площин, що перетинаються, можна побачити у власти­
востях паралельності прямих і  площин, я к і були доведені в попередньому 
параграфі. Сформулюємо їх .

^  Властивості площ ин, що перетинаються.
1. Я кщ о одна з двох площ ин, що перетинаються, проходить через 
пряму, паралельну другій  площ ині, то пряма їх  перетину паралельна

даній прям ій  (мал. 109).
2. Я кщ о ко ж н ій  з двох площ ин, що перетинаються, паралельна деяка 

пряма, то вона паралельна прям ій  перетину даних площ ин (мал. 110).

Мал. 109 Мал. 110



Наведені властивості площ ин, що перетинають­
ся, можна вважати ознаками паралельності двох 
прямих у просторі.

З а д а ч а .  Дві прямі, які паралельні третій 
прямій, паралельні між собою. Доведіть, спира­
ючись на властивості площин, які перетинаються.
Р о з в ’ я з а н н я .  Нехай а \ \c \b  \ \с (мал. 111).
Доведемо, що а \\Ь.
Через прямі а і с проведемо площину а. Оскільки 
b | | с, то b | | а  (за ознакою паралельності прямої і 
площини). Через пряму b і довільну точку А  прямої 
а проведемо площину р. Оскільки с \ \ Ь, то с \ | р (за 
ознакою паралельності прямої і площини). Отже, за властивістю площин, 
що перетинаються, площини а  і р мають перетинатися по прямій, яка 
паралельна прямій с і проходить через точку А. Позначимо її d. Дістали, 
що в площині а  через точку А  проходять дві прямі — а і d, паралельні 
прямій с, що неможливо. Отже, прямі а і d збігаються, а значить, а \ \Ь.

2 . ПАРАЛЕЛЬНІ П ЛО Щ ИНИ

Дві площини, які не перетинаються, називаються паралельними.

. /г Паралельність площ ини а і  (3 позначаємо: а | | (3.

Як встановити, що дві площини паралельні? Відповідь дають ознаки 

паралельності площин.

ТЕОРЕМА
(ознака 1 паралельності площин).

Якщо дві прямі, що перетинаються, однієї площини відповід­
но паралельні двом прямим другої площини, то ці площини 
паралельні.

Д ано:  площини а, р, прямі а, Ь, 
а С а, Ь С а, а П Ь, а 1 С р, Ь1 С р, а | |
Ь | | Ь1 (мал. 112).
Д о в е сти :  а | | р.
Д ове дення .  Оскільки прямі а і Ь від­
повідно паралельні прямим а 1 і Ьр то а 
| | р і Ь | | р (за ознакою паралельності 
прямої і площини). Припустимо, що пло­
щини а і р не паралельні, а перетина­
ються по деякій прямій МЛ^ (мал. 113). 
Площина а проходить через пряму а, 
паралельну площині р, і перетинає цю 
площину по прямій МЛ^. Тоді, за власти­



вістю площин, що перетинають­
ся, М И  | |  а. Так само, площина 
а  проходить через пряму Ь, па­
ралельну площині р, і перетинає 
цю площину по прямій М И . Тоді 
М И  | |  Ь. Одержали, що у площині 
а через точкуА проходить дві прямі 
а і Ь, паралельні прямій М И . А це 
суперечить основній властивості 
паралельних прямих. Отже, пло­
щини а і р не перетинаються, тоб­
то а | |  р. Мал. 113

т е о р е м а
(озна ка 2 паралельності площ ин).

якщ о  кожна з двох прямих, що перетинаються, одн іє ї площ и­
ни паралельні інш ій площ ині, то ці площини паралельні.

а М ^  /
Ь /  '

Дано :  площини а, р, прямі а, Ь, а С а, 
Ь С а, а П Ь = М ; а | |  р, Ь | |  р 
(мал. 114).
Д овести :  а | |  р.
Д о в е дення.  Застосуємо метод, дове­
дення від супротивного. Припустимо, 
що площини а і р не паралельні. Тоді 
вони перетинаються по деякій прямій 
с. У площині а лежать пряма с і дані 
прямі а і Ь, що перетинаються. Оскіль­
ки з двох прямих, що перетинаються, 
не більше ніж одна може бути пара­
лельною даній прямій, то пряма с пере­

тинає принаймні одну з прямих а і Ь.
1. Нехай пряма с перетинає пряму а в точці К : а П с = К . Тоді одержимо, 
що пряма с, а тому й точка К , лежать у площині р. Значить, пряма а пере­
тинає площину р. Це суперечить умові теореми, тому а І І р. Аналогічний 
висновок одержимо, припустивши, що пряма с перетинає пряму Ь.
2. Нехай пряма с перетинає обидві прямі а\Ь: а П с  = К , а П Ь  = N. Тоді одер­
жимо, що пряма с, а тому й точки К  і лежатьу площині р. Значить, прямі а 
і Ь перетинають площину р. Це суперечить умові теореми, тому а | | р.

Мал. 114

З а д а ч а 2 . Через середини бічних ребер піраміди £АБС проведено 
площину К Ь М  (мал. 115). Доведіть, що ця площина паралельна площині 
основи піраміди.
Р о з в ’ я з а н н я .  Відрізки К Ь  і Ь М  — середні лінії трикутників БАВ 
і БВС. Звідси К Ь  | | А В  і Ь М  \ \ВС. За ознакою паралельності площин, 
площина К Ь М  паралельна площині АВС.


